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Шановний старшокласнику!

Науково-технічний прогрес досить стрімко змінює характер іс-
нуючих професій і приводить до появи нових, які більшою мірою ви-
магають уважності, кмітливості та швидкості реакції працюючих. 
Отже, найважливішим завданням навчання стає виховання логіки 
мислення, засвоєння загальних методів наукового дослідження. 

Звичайно, розв’язання цієї проблеми значною мірою залежить від 
стану засвоєння математики. Тому математика – базова дисципліна. 
Вона – основа для успішного вивчення і засвоєння багатьох спеціаль-
них дисциплін у різних галузях.

Пропонуємо тобі новий підручник «Геометрія. 10 клас» академіч-
ного рівня, який містить навчально-практичний матеріал вивчення 
навколишнього світу, адже геометрія як наука – один із специфічних 
засобів його відображення. 

Ти вже знаєш, що шкільний курс геометрії розділено на 2 части-
ни: планіметрію та стереометрію. Цей підручник є початком вивчен-
ня стереометрії – науки, яка вивчає фігури та їхні властивості в про-
сторі. Він складається із 7 модулів, структура яких є такою: назва 
модуля, його короткий зміст і характеристика цілей вивчення; ви-
клад теоретичного матеріалу зі зразками розв’язання; вправи, скла-
дені відповідно до чотирьох рівнів складності; задачі прикладного 
змісту; історичний матеріал у рубриці «З літопису геометрії»; запи-
тання для самоконтролю; тест для самоконтролю.

Зразки розв’язання задач мають додаткове пояснення у формі 
«Чому саме так?». Це допоможе тобі орієнтуватися в змісті задачі та 
вибирати спосіб її розв’язування. 

Модулі 1 і 7 містять матеріали для узагальнення та систематизації 
відповідних курсів планіметрії та вивченого в 10 класі. Тому виклад їх 
теоретичного матеріалу носить більш інформаційний характер, ніж усі 
інші модулі. Розрізнити рівень складності задач початкового, середньо-
го, достатнього і високого рівнів допоможуть відповідні позначки: «», 
«», «», «». У більшості випадків задачі початкового та середнього 
рівнів ми пропонуємо в тестовій формі. Такі задачі можна виконувати 
усно або письмово.

Запитання та тести самоконтролю допоможуть тобі повторити та 
закріпити вивчене в модулі, підготуватися до певного виду контро лю. 
Окремі завдання рубрики «Прикладні задачі» ми наводимо або з вка-
зівками, або з повним розв’язанням. Життя ставитиме перед тобою 
нові задачі, але сподіваємося, що твої знання, набуті в школі, дадуть 
змогу їх завжди розв’язувати якісно. 

Рубрика «З літопису геометрії» вміщає історичний розвиток гео-
метрії в Стародавній Греції, Стародавньому Єгипті, Азії, Європі тощо. 
Очевидно, що геометрія є наукою не штучною, а природною і необхід-
ною для життя. Вона виникла з потреб людини. Геометрія – це прак-
тика, логіка, фантазія! За словами М. В. Ломоносова, «геомет рія – 
володарка всіх розумових винаходів». 

Бажаємо тобі успіхів у навчанні!
Автори
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МОДУЛЬ 1 СИСТЕМАТИЗАЦІЯ ТА УЗАГАЛЬНЕННЯ ...

§ 1.1. Про логічну побудову 
планіметрії. Основні поняття. 
Аксіоми планіметрії

У навколишньому світі нас оточують різні предмети, кож-
ний з яких має багато характеристик: колір, твердість, хі-
мічний склад, розміри, форму і т. д. Наприклад, круг радіуса 
10 см можна вирізати з металевого листа або з аркуша паперу. 
Зрозуміло, що обидва предмети мають і однакові характерні 
властивості, і різні. Щоб вивчити певні властивості того чи ін-
шого предмета, у школі вивчаються різні шкільні дисципліни. 
Якщо порівнювати вищеназвані предмети за формою та кіль-
кісними характеристиками, то ці фігури однакові – два круги 
радіуса 10 см. Шкільні дисципліни, які вивчають просторову 
форму й кількісні характеристики предметів і явищ навко-
лишнього середовища, належать до математичних – алгебра і 
геометрія. Геометрія – це наука про просторову форму й кіль-
кісні характеристики предметів реального світу. 

Інші характеристики предметів навколишнього середови-
ща вивчають інші шкільні дисципліни. Якщо під час вивчення 
предмета реального світу не враховувати його характеристики, 
крім просторової форми і кількісних вимірів, то отримаємо аб-
страктний об’єкт, який називають геометричною фігурою.

Слово «геометрія» – грецького походження, що в перекла-
ді українською мовою означає землемірство (назва походить 
від вимірювань на місцевості). Геометрія, яку вивчають у шко-
лі, називається евклідовою за ім’ям давньогрецького вченого 
Евкліда (див. рубрику «З літопису геометрії» до Модуля 1). 
Шкільна геометрія складається з двох частин: планіметрії 
і стереометрії. З планіметрією ви ознайомилися в основній 
школі, а стереометрію вивчатимете в старших класах. 

Планіметрія – це розділ геометрії, у якому вивчаються 
геометричні фігури на площині (рис. 1.1). Стереометрія – це 
розділ геометрії, у якому вивчаються фігури в просторі.

Трикутник Круг Чотирикутник Многокутник

 Рис. 1.1

Геометричні фігури – це абстрактні фігури, які нагадують 
предмети, що нас оточують. Щоб відрізняти одну геометричну 
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фігуру (чи поняття) від іншої, їх описують у вигляді тверджен-
ня, яке називають означенням.

Означення – це твердження, яке описує істотні властивос-
ті предмета (поняття), що дає змогу відрізнити його від інших. 
Як з’ясувалося, означити всі геометричні фігури неможливо. 
Наприклад, точка, пряма, площина. Їх називають неозначува-
ними, або початковими (з яких усе починається), або основ-
ними, як називали їх у планіметрії.

Логічну побудову планіметрії можна описати за такими ета-
пами.

1. Вибір геометричних понять, які називають основними по-
няттями (абстрактних фігур).

2. Формулювання основних властивостей для цих геоме-
тричних понять за допомогою тверджень, які вважаються 
істинними без доведень.

3. Побудова інших понять, які означуються через основні по-
няття та їхні властивості, та тверджень, істинність яких 
встановлюється шляхом доведень, опираючись на відомі.

Таку побудову науки називають аксіоматичною. Її назва 
походить від слова «аксіома». Це слово грецького походжен-
ня, що в перекладі українською мовою означає повага, авто-
ритет, незаперечна істина. Аксіома – це твердження, яке 
приймається істинним без доведення. Основні властивості най-
простіших геометричних фігур, які вважають істинними без 
доведення і які є вихідними під час доведення інших власти-
востей, називають аксіомами гео метрії. 

Для шкільного курсу планіметрії визначено:
1. Основні геометричні фігури (поняття) – точка, пряма.
(Точка – найпростіша геометрична фігура. Усі інші геомет-

ричні фігури складаються з точок, у тому числі й пряма.)
2. Аксіоми планіметрії – це основні властивості найпрості-

ших геометричних фігур. 
3. Систему означень планіметричних фігур і теорем, що ви-

ражають їхні властивості.
До означуваних понять у геометрії відносять поняття відріз-

ка, променя, трикутника тощо, оскільки для них існують по-
яснення «що це таке?». Означуваних понять багато. Наведемо 
приклад.

Нехай на прямій а задано дві різні точки А і В. Фігуру, що 
складається з усіх точок прямої а, які лежать між точками А 
і В, включаючи точки А і В, називають відрізком (рис. 1.2). 
Точки А і В називаються кінцями відрізка, а всі інші точки – 
внутрішніми точками відрізка. 
Таким чином відрізок – означуване 
поняття. Рис. 1.2
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АКСІОМИ ПЛАНІМЕТРІЇ

№ Назва аксіоми Зміст аксіоми Наслідки з аксіом

І Аксіоми 
належності
І1.

І2.

І1.. Яка б не була пря-
ма, існують точки, 
що належать цій пря-
мій, і точки, що не 
належать їй.
І2.. Через будь-які дві 
точки можна провес-
ти пряму і до того ж 
тільки одну

Дві різні прямі або 
не перетинаються, 
або перетинаються 
тільки в одній точ-
ці

ІІ Аксіоми 
розміщення
ІІ1.

ІІ2.

ІІ1. З трьох точок на 
прямій одна і тільки 
одна лежить між дво-
ма іншими.
ІІ2. Пряма розбиває 
площину на дві пів-
площини

Якщо кінці будь-
якого від різка нале-
жать одній пів  пло-
щині, то відрізок не 
перетинає пряму. 
Якщо кінці відріз-
ка належать різним 
півплощинам, то 
відрізок перетинає 
пряму

ІІІ Аксіоми 
вимірювання
ІІІ1.

ІІІ2.

ІІІ1. Кожний відрізок 
має певну довжину, 
більшу від нуля. Дов -
жина відрізка дорів-
нює сумі довжин час-
тин, на які він роз-
бивається будь-якою 
його точкою.
ІІІ2. Кожний кут має 
певну градусну міру, 
більшу від нуля. Роз-
горнутий кут дорів-
нює 180. Градусна 
міра кута дорівнює 
сумі градусних мір 
кутів, на які він роз-
бивається будь-яким 
променем, що прохо-
дить між його сторо-
нами

Якщо три точки 
А, В і С лежать на 
одній прямій, то 
точка С лежатиме 
між точками А і В 
у випадку, коли 
АВ  АС + СВ.
Якщо від даної пів-
прямої відкласти в 
одну й ту саму пів-
площину два кути, 
то сторона меншого 
кута, відмінна від 
даної півпрямої, 
проходитиме між 
сторонами більшо-
го кута
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Продовження таблиці

№ Назва аксіоми Зміст аксіоми Наслідки з аксіом

IV Аксіоми 
відкладання

IV1. 

IV2. 

IV3.

IV1. На будь-якій пів-
прямій від її почат-
кової точки можна 
від класти відрізок 
заданої довжини і до 
того ж тільки один.

IV2. Від будь-якої пів-
прямої в задану пів-
площину можна від-
класти кут із заданою 
градусною мірою, 
меншою 180, і до 
того ж тільки один.

IV3. Який би не був 
трикутник, існує 
трикутник, що дорів-
нює йому, у заданому 
розміщенні відносно 
даної півпрямої

Якщо пряма, яка 
не проходить через 
жодну з вершин 
трикутника, пере-
тинає одну з його 
сторін, то вона 
перетинає тільки 
одну з двох інших 
сторін

V Аксіома 
паралельності

V1.

V1. Через точку, що 
не лежить на даній 
прямій, можна про-
вести не більше як 
одну пряму, пара-
лельну даній

Якщо пряма пере-
тинає одну з двох 
паралельних пря-
мих, то вона пере-
тинає й другу

Щоб установити правильність твердження про властивості 
тієї чи іншої геометричної фігури, доводиться висловлювати 
деякі міркування. Серед цих міркувань є такі, які потребують 
доведення (теореми, задачі). Твердження, істинність якого 
встановлюється шляхом доведення і яке використовується для 
доведення інших тверджень, називають теоремою. Теорема 
складається з двох частин: умови і висновку. Для доведення 
тео рем у шкільному курсі геометрії використовують в основно-
му такі методи (див. § 1.3): 
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а) по структурі доведення – прямий (аналітичний і синте-
тичний), від супротивного;

б) по використанню математичного апарату – алгебраїчний, 
координатний, векторний і т. д.

Усі міркування під час доведення теорем довільним методом 
опираються на аксіоми та відомі доведені факти. Тобто під час 
доведення теореми дозволяється користуватися тільки основ-
ними властивостями найпростіших фігур (аксіомами) і рані-
ше доведеними властивостями (теоремами). Ніякими іншими 
властивостями фігур, навіть якщо вони здаються очевидними, 
користуватися не можна. Наприклад, під час доведення теорем 
можна користуватися рисунком. Однак це лише геометрична 
модель змісту тексту, вираженого словами. Тому робити за ри-
сунком висновки про властивості фігур не дозволяється. 

Отже, геометрія, як і інші математичні науки, будується за 
такою схемою: спочатку потрібно ввести основні поняття, 
задати аксіоми (правила гри), а пізніше, опираючись на аксіо-
ми, виводити інші факти (проводити гру за визначеними пра-
вилами, які є несуперечними між собою).

1.1. Виберіть за рисунком два правиль-
ні математичні твердження.

А) A  a;   Г) B  a; 
Б) M  a;  Д) C  a.
В) K  a;
1.2. На одній прямій позначено три точки А, В і С так, що 

АВ  2,72 дм, ВС  1,38 дм і АС  1,34 дм. Визначте правильні 
твердження щодо розміщення однієї точки між двома іншими.

А) А  ВС; Б) В  АС; В) С  АВ; Г) С  АВ; Д) В  АС.

1.3. Відомо, що відрізок АМ довший за відрізок ВМ у 3 рази. 
Укажіть два математичні твердження, що відповідають тексту 
задачі.

А) АМ  3ВМ;  В) АМ   ВМ;    Д) ВМ   АМ.

Б) 3АМ  ВМ;   Г) АМ + ВМ  4АМ;  
1.4. Укажіть два правильні скорочені записи умови задачі: 

«Відрізок АМ коротший за відрізок ВМ на 2 см».
А) АМ – ВМ  2 см;   Г) АМ + 2 см  ВМ;
Б) ВМ – АМ  2 см;   Д) АМ  ВМ + 2 см.
В) АМ – 2 см  ВМ;



11

§ 1.1. Про логічну побудову планіметрії. Основні поняття...

1.5. Знайдіть градусну міру кута AOM, якщо AOB  150, а 
AOM у 2 рази більший за BOM (М – внутрішня точка AOB).

А) 50; Б) 100; В) 75; Г) 30; Д) 120.

1.6. Знайдіть довжини відрізків АМ і ВМ (М  АВ), якщо 
довжина відрізка АВ дорівнює 12 см, а відрізок АМ коротший 
за відрізок ВМ на 3 см. 

А) 1,5 см і 4,5 см;   В) 7,5 см і 10,5 см;   Д) 5 см і 7 см.
Б) 4,5 см і 7,5 см;   Г) 6 см і 9 см; 
1.7. На одній прямій позначили 21 точку так, що відстань 

між будь-якими двома сусідніми точками дорівнює 3 см. Знай-
діть відстань між крайніми точками.

А) 63 см; Б) 60 см; В) 66 см; Г) 57 см; Д) 54 см.

1.8. На відрізку АВ завдовжки 42 см позначено точку М 
відповідно до умов (А–Д). Доберіть до кожної з них правильні 
твердження (1–6).

А) АМ  ВМ на 2 см; 1) АМ  18 см; А
Б) АМ  ВМ на 6 см; 2) ВМ  28 см; Б
В) 2АМ  ВМ; 3) АМ  22 см; В
Г) АМ : ВМ  3 : 4; 4) ВМ  24 см; Г
Д) 0,5ВМ  АМ. 5) АМ  14 см; Д

6) ВМ  20 см.

1.9. Промінь ОА проходить між сторонами кута РОМ, 
градусна міра якого дорівнює 160. Доберіть до кожної умови 
(А–Д) правильні твердження (1–6).

А) РОА  АОМ на 40; 1) АОМ  110; А
Б) РОА  АОМ на 60; 2) РОА  120; Б
В) АОМ  0,6РОА; 3) АОМ  60; В
Г) РОА  3АОМ; 4) РОА  100; Г
Д) АОМ : РОА  3 : 5. 5) АОМ  40; Д

6) РОА  50.
1.10. Складіть кілька правильних математичних тверджень 

до кожного з рисунків.

 

  1)   2)
1.11. На промені ОХ відкладено два відрізки: ОА  7,3 см і 

ОВ  5,8 см. Визначте довжину відрізка АВ.
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1.12. Визначте, яка з трьох точок: А, В, М – лежить між дво-
ма іншими.

1) АМ  3 см, АВ  8 см, ВМ  5 см;  
2) АМ  7 см, ВМ  12 см, АВ  19 см;  
3) АМ  27 см, ВМ  5 см, АВ  22 см;  
4) АМ  9 см, ВМ  21 см, АВ  12 см;
5) АМ  21 см, ВМ  37 см, АВ  16 см;
6) ВМ  18 см, АМ  33 см, АВ  15 см.
1.13. Визначте довжину відрізка KМ, якщо точка О розді-

ляє відрізок АВ на два відрізки завдовжки 18 см і 14 см, а точки 
K і М – середини відрізків АО і ОВ.

1.14. На відрізку АВ завдовжки 48 см позначено точку О. 
Знайдіть довжини відрізків АО і ОВ, якщо АО : ОВ  3 : 5.

1.15. Знайдіть довжину відрізка МВ, якщо точки А, В, С і М 
лежать на одній прямій, причому АС  12 см, СВ  5 см, а М – 
середина відрізка АС.

1.16. Промінь ОМ проходить між сторонами KОС, градус-
на міра якого дорівнює 153. Знайдіть кути KОМ і МОС, коли 
відомо, що KОМ у 2 рази більший за МОС.

1.17. На відрізку АВ завдовжки 75 см позначено дві точки М 
і K (M  AK, K  MB) так, що відрізок АМ на 5 см довший за 
відрізок МK, а відрізок KВ у 2 рази довший за відрізок АМ. 
Знайдіть довжини п’яти утворених відрізків.

1.18. Промінь, що лежить між сторонами кута, розбиває 
його на два кути. Доведіть, що бісектриси цих кутів утворюють 
кут удвічі менший від величини заданого кута.

1.19. Дано чотири прямі а, b, с і d, причому кожні три з них 
перетинаються в одній точці. Доведіть, що всі чотири прямі 
проходять через одну точку.

§ 1.2. Опорні факти курсу планіметрії

Даний параграф призначається для повторення курсу пла-
німетрії. Потреба в ньому зумовлена тим, що багато питань 
курсу планіметрії на першому етапі навчання у школі роз-
глядаються дещо поверхнево. І хоч у наступних класах рівень 
вивчення матеріалу підвищується, не завжди вдається повер-
нутися і поглибити раніше вивчені теми. У даному пункті си-
стематизовано та узагальнено основні відомості з планіметрії, 
які умовно розбиті на блоки: взаємне розміщення прямих на 
площині; коло і круг; многокутники; трикутник і його елемен-
ти; опуклі чотирикутники. 
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Взаємне розміщення прямих на площині
Дві прямі на площині можуть перетинатися лише в одній 

точці або не перетинатися, тобто бути паралельними. При пе-
ретині двох прямих утворюються суміжні і вертикальні кути. 
Суміжні кути доповнюють один одного до 180, а вертикаль-
ні – рівні. Менший з них називається кутом між прямими. 
На рисунку 1.3 зображено дві прямі AD і BC, які перетинають-
ся в точці О, утворюючи суміжні та вертикальні кути: 

1) COD та AOB, AOC та BOD – вертикальні;
2) AOC та COD, COD та DOB, AOB та AOC, AOB та 

BOD – суміжні.
Якщо один з кутів при перетині двох прямих дорівнює 90, 

то всі інші – суміжні та вертикальні кути – також дорівнюють 
90. Такі прямі називають взаємно перпендикулярними. За-
писують, наприклад, AD  BC або a  b.

Відстанню від точки А до прямої а (рис. 1.4) називають 
довжину відрізка ОА, перпендикулярного до прямої а, де точ-
ка О – основа перпендикуляра. Відстань від точки А до будь-
якої точки прямої а, відмінної від точки О, більша за відстань 
від точки А до прямої а. Тобто будь-який відрізок АХ, де Х – 
точка прямої а, відмінна від точки О, довший за відрізок АО.

   Рис. 1.3  Рис. 1.4

Дві різні прямі а і b, які лежать в одній площині, назива-
ються паралельними, якщо вони не мають жодної спільної точ-
ки. Коротко записують a � b. Якщо прямі не паралельні (a � b), 
то вони перетинаються (a � b  A).

Унаслідок перетину двох прямих третьою прямою утворю-
ються вісім кутів (рис. 1.5) (прямі a і b можуть перетинатися, 
але пряма c через їхню точку перетину не проходить): 

внутрішні односторонні (кути 4 і 5, 3 і 6);
внутрішні різносторонні (кути 3 і 5, 4 і 6);
зовнішні односторонні (кути 1 і 8, 2 і 7);
зовнішні різносторонні (кути 1 і 7, 2 і 8);
відповідні кути (кути 1 і 5, 2 і 6, 8 і 4, 7 і 3).
Ознаки паралельності прямих:
1) Якщо при перетині двох прямих а і b тре-

тьою прямою внутрішні (або зовнішні) різно-
сторонні кути рівні або внутрішні односторон-
ні в сумі становлять 180, то а і b – паралельні.

2) Дві прямі, паралельні третій, паралель-
ні між собою.

Рис. 1.5
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Т е о р е м а  Ф а л е с а. 
Якщо на одній стороні кута відкласти кілька рівних 

відрізків і через їхні кінці провести паралельні прямі, 
що перетинають другу сторону кута, то вони відітнуть 
на другій стороні теж рівні відрізки. Наприклад, якщо 
AA1 � BB1, причому ОА  AВ, то ОА1  А1В1 (рис. 1.6).

Коло і круг
Круг і коло ми зустрічаємо повсюди. 

Кругом з центром О і радіусом R назива-
ють фігуру, яка утворена всіма точками 
площини, які віддалені від точки O на 
відстань, не більшу за R. Круг обмеже-
ний колом. Колом із центром О і радіу-
сом R називають множину точок площи-
ни, віддалених від точки O на відстань, 
що дорівнює R (рис. 1.7, а). Відрізки, що з’єднують центр з 
точками кола та мають довжину R, називають радіусами кола 
(круга).

Частини круга, на які він ділиться двома радіусами, нази-
вають круговими секторами (рис. 1.7, б).

   а б

Рис. 1.7

Хорда – відрізок, що з’єднує дві точки кола (MK), ділить 
круг на два сегменти, а коло – на дві дуги. Діаметр – най-
більша хорда кола (CD). 

Через три точки, що не лежать на одній прямій, проходить 
єдине коло. Діаметр, перпендикулярний до хорди, ділить нав-
піл цю хорду і обидві дуги, які стягуються нею, і навпаки, 
якщо діаметр проведено через середину хорди, то він перпен-
дикулярний до неї і ділить навпіл дугу, яку стягує ця хорда 
(рис. 1.8, а).

Дуги, що містяться між паралельними хордами, рівні між 
собою. Рівні дуги стягуються рівними хордами, і навпаки, рів-
ні хорди стягують рівні дуги. 

Рівні хорди однаково віддалені від центра, і навпаки, хор-
ди, однаково віддалені від центра, рівні між собою. Більша з 

Рис. 1.6
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двох хорд менше віддалена від центра, і навпаки, з двох хорд 
більша та, яка менше віддалена від центра (рис. 1.8, а).

Яке розміщення може мати пряма з колом?
Розглянемо коло із центром О і пряму l (рис. 1.8, б). З точки 

О проведемо перпендикуляр до прямої l. Нехай А – основа цьо-
го перпендикуляра. Можливі три випадки: точка А міститься 
поза колом (А3), на колі (А2) і всередині кола (А1). У кожному 
із цих випадків коло і пряма l або не мають спільних точок, або 
мають одну спільну точку А2 (l2 – дотична до кола), або мають 
дві спільні точки (l1 – січна).

  а       б          в

Рис. 1.8

Пряма, що проходить через точку кола, є дотичною до кола 
тоді і тільки тоді, коли вона перпендикулярна до радіуса, про-
веденого в цю точку. Якщо дотична паралельна хорді кола, то 
точка дотику ділить навпіл дугу, яку стягує хорда (рис. 1.8, в; 
АМ � СВ, ).

Якщо з однієї точки до кола проведено дві дотичні, то від-
різки цих дотичних (від точок дотику до даної точки) рівні між 
собою, а промінь, проведений через дану точку і центр кола, 
ділить навпіл кут між дотичними (рис. 1.8, в; АМ  AN, 
MAO  OAN).

Вписаним кутом у коло називають 
кут, утворений двома хордами, що ви-
ходять з однієї точки на колі (рис. 1.9). 
Вписаний кут вимірюється половиною 
дуги, на яку він спирається. Вписані 
кути, що спираються на одну дугу, між 
собою рівні. Вписаний кут, що спираєть-
ся на півколо (на діаметр), – прямий. 

Кут з вершиною у центрі кола назива-
ється центральним кутом. Централь-
ний кут, сторони якого перетинають коло 
в тих самих точках, що і вписаний, називається відповідним 
центральним кутом до вписаного (рис. 1.10). Міра вписаного 
кута дорівнює половині міри відповідного центрального або до-
повнює його половину до 180. Кут, утворений хордою і дотич-

Рис. 1.9
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ною, яка проходить через кінець хорди, вимірюється полови-
ною дуги, що міститься між сторонами цього кута (рис. 1.11); 

. Кут, утворений двома хордами, що перетина-

ються всередині кола, вимірюється півсумою двох дуг, одна з 
яких міститься між сторонами цього кута, а друга – між про-
довженнями цих сторін.

Рис. 1.10 Рис. 1.11

Кут, утворений двома дотичними, називається описа-
ним (рис. 1.8, в; MAN). Описаний кут вимірюється пів-
різницею двох дуг, що містяться між його сторо на ми 

.

Довжину кола знаходять за формулою: C  d  2R, де d – 
діаметр кола, R – радіус кола, а довжину дуги кола – за форму-

лою: , де  – градусна міра відповідного центрального 

кута. Площа круга: , площа кругового сектора: 

, де R – радіус круга,  – градусна міра відповідного 

центрального кута. Площа сегмента: , де  – гра-

дусна міра центрального кута, який містить дугу цього круго-
вого сегмента, а S� – площа трикутника з вершинами в центрі 
круга та на кінцях радіусів, що обмежують відповідний сектор. 
Знак «–» треба брати, коли  < 180, а знак « + » – коли  > 180.

Многокутники 
Многокутником називається проста замкнена ламана. На-

приклад, многокутником А1А2…Аn називається лінія, яку 
отримують при послідовному сполученні n різних точок А1, 
А2, …, Аn відрізками так, щоб кожна точка була сполучена з на-
ступною, а остання з першою (рис. 1.12). Розрізняють много-
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кутники плоскі й неплоскі. Плоский многокутник – частина 
площини, обмежена многокутником.

      а    б     в     г       д

Рис. 1.12

Многокутник може бути опуклий або не опуклий. Много-
кутник опуклий, якщо він лежить в одній півплощині віднос-
но кожної прямої, що проходить через дві його сусідні верши-
ни (рис. 1.12, б, г, д). 

Многокутники називають рівними, якщо вони при накла-
данні суміщаються. Для опуклого n-кутника сума внутрішніх 
кутів дорівнює 180(n – 2), а кількість діагоналей будь-якого 

n-кутника дорівнює . Якщо всі сторони опуклого мно-

гокутника рівні між собою і всі кути теж рівні між собою, то 
його називають правильним (рис. 1.12, д). Якщо всі вершини 
многокутника лежать на деякому колі, то він називається впи-
саним у це коло (рис. 1.13, а). Якщо всі сторони многокутника 
дотикаються до деякого кола, то він називається описаним на-
вколо кола (рис. 1.13, б). За кількістю сторін n-кутника йому 
дають назву. Наприклад, трикутник (n  3), чотирикутник 
(n  4), п’ятикутник (n  5) і т. д. 

     а            б

Рис. 1.13

Як побудувати правильний n-кутник?
Якщо коло поділити на n рівних частин і точки послідов-

но сполучити відрізками, то дістанемо правильний n-кутник, 
вписаний у коло (рис. 1.14). 
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  а      б      в      г

Рис. 1.14

Якщо коло поділити на n рівних частин і через точки поділу 
провести дотичні до кола, то відрізки цих дотичних утворять 
правильний n-кутник, описаний навколо кола (рис. 1.15).

  а         б        в       г

Рис. 1.15

Навколо кожного правильного многокутника можна опи-
сати коло або в кожний правильний многокутник можна 
вписати коло.

У правильному многокутнику центри описаного і вписаного 
кіл збігаються. Спільний центр описаного і вписаного кіл на-
зивається центром правильного многокутника. Радіус вписа-
ного кола називають апофемою правильного многокутника.

Кут, утворений двома радіусами, проведеними через су-
міжні вершини правильного многокутника, називається його 
цент ральним кутом. Усі центральні кути правильного много-

кутника рівні між собою, вони дорівнюють , де n – кіль-

кість сторін (кутів) многокутника.
У правильному n-кутнику, як і в довільному n-кутнику, 

сума всіх кутів (внутрішніх) становить 180(n – 2). Тому кож-

ний його кут визначається за формулою .

Коло, вписане в правильний многокутник, дотикається до 
його сторін в їхніх серединах. Центр кола, вписаного в пра-
вильний многокутник, є точкою перетину серединних перпен-
дикулярів до його сторін (рис. 1.15). 

Якщо сторона правильного многокутника дорівнює а, ра-
діус вписаного в нього кола – r, а радіус описаного навколо 
нього кола – R, то між ними існує взаємозв’язок, що виража-
ється формулами:
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 ,  .

Якщо n  3 (правильний трикутник), то: 

,  .

Якщо n  4 (правильний чотирикутник), то: 

,  .

Якщо n  6 (правильний шестикутник), то: 

,  .

Найпростішим многокутником є трикутник. У будь-який 
трикутник можна вписати коло, причому тільки одне. На ри-
сунку 1.16, а зображено коло із центром О, вписане в три-
кутник АВС, r  OM – його радіус. Центр кола, вписаного в 
трикутник, є точкою перетину його бісектрис і знаходиться 
всередині трикутника. Оскільки площу трикутника знаходять 
за формулою S�  pr, де р – півпериметр трикутника, то звідси

, де а, b, с – сторони трикутника.

Центр кола, вписаного в трикутник, рівновіддалений від його 
сторін.

     а            б

Рис. 1.16

Чи можна в будь-який чотирикутник вписати коло?
Відповідь. Не можна. У чотирикутник можна вписати коло 

за умови, що суми довжин його протилежних сторін рівні.
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Навколо довільного трикутника можна описати коло, при-
чому тільки одне (рис. 1.16, б). Центр кола, описаного навколо 
трикутника, є точкою перетину серединних перпендикулярів, 
проведених до його сторін. Центр кола О, описаного навколо 
трикутника АВС, рівновіддалений від його вершин. 

На рисунку 1.16, б зображено коло із центром О, описане нав-
коло трикутника АВС, R  OA – його радіус. Якщо радіус опи-
саного кола R, сторони трикутника, вписаного в коло, а, b і с, 

то , де p – півпериметр трикут-

ника.
Чи можна описати коло навколо довільного чотирикутника?
Відповідь. Не можна. Навколо чотирикутника можна описа-

ти коло тільки тоді, коли суми протилежних кутів дорівнюють 
180.

 Трикутник і його елементи
Трикутником називається фігура, 

яка складається з трьох точок, що не 
лежать на одній прямій, і трьох відріз-
ків, що попарно сполучають ці точки. 
Розглянемо �ABC (рис. 1.17), у якому 
виділяють шість основних елементів: 
три внутрішні кути , ,  і три відпо-
відно протилежні їм сторони а, b, c. 

Трикутник називається тупокутним, прямокутним або 
гострокутним, якщо його найбільший внутрішній кут відпо-
відно більший, дорівнює або менший за 90.

Трикутник називається рівнобедреним, якщо в нього дві 
сторони рівні (бічні сторони). Основою рівнобедреного трикут-
ника є та сторона, яка не дорівнює жодній з інших двох рівних 
сторін.

Трикутник, усі сторони якого рівні, називається рівносто-
роннім, або правильним.

Співвідношення між сторонами і кутами трикутника: 
– проти більшої сторони лежить більший кут, і навпаки; 
– проти рівних сторін лежать рівні кути; 

– теорема синусів: ; 

– теорема косинусів:  (квадрат будь-
якої сторони трикутника дорівнює сумі квадратів двох інших 
сторін без подвоєного добутку цих сторін на косинус кута між 
ними).

Трикутник можна визначити будь-якою трійкою таких 
основних елементів: або двома сторонами і кутом між ними, 

Рис. 1.17



21

§ 1.2. Опорні факти курсу планіметрії

або однією стороною і двома кутами, або трьома сторонами. 
Наприклад, �ABC зі сторонами а, b, c можна задати так:

1) a, b i C; b, c i A; a, c i B;
2) a, B i C; b, A i C; c, A i B;
3) a, b і c.
Співвідношення між внутрішніми і зовнішніми кутами 

трикутника: будь-який зовнішній кут трикутника дорівнює 
сумі двох внутрішніх кутів, не суміжних з ним.

З трьох відрізків можна утворити трикутник тоді і тільки 
тоді, коли будь-яка його сторона більша за різницю і менша за 
суму двох інших його сторін. У будь-якому трикутнику можна 
провести три медіани, три бісектриси і три висоти.

Властивості бісектриси кута 
трикутника: бісектриси три-
кутника перетинаються в одній 
точці, яка лежить усередині три-
кутника і є центром вписаного в 
трикутник кола. Бісектриса ділить 
протилежну сторону на частини, 
пропорційні прилеглим до неї сто-
ронам (рис. 1.18; BL – бісектриса, 
AL : LC  AB : BC). 

Основні властивості медіан трикутника:
1. Медіани трикутника перетинаються в одній точці, що ле-

жить усередині трикутника. 
2. Медіани трикутника точкою їхнього перетину діляться у 

відношенні 2 : 1 (рахуючи від вершин трикутника).
3. Медіана ділить трикутник на два трикутники, площі 

яких рівні (рис. 1.18; BK – медіана, ).
4. Три медіани трикутника ділять трикутник на шість три-

кутників, площі яких рівні.
Прямі, на яких лежать висоти трикутника, перетинаються 

в одній точці – ортоцентрі трикутника, яка може міститися 
у внутрішній або зовнішній області трикутника. Висоти три-
кутника, проведені до сторін трикутника а, b і с, позначаються 
ha, hb і hc відповідно. Висота трикутника ha визначається через 
сторони трикутника за формулою: 

, 

де .

Медіана трикутника ma, проведена до сторони а, визнача-
ється через сторони трикутника за формулою: 

. 

Рис. 1.18
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У кожному трикутнику можна побудувати три середні лі-
нії – відрізки, які сполучають середини двох сторін трикут-
ника. Середня лінія трикутника паралельна третій стороні 
трикутника та дорівнює її половині. Середня лінія трикутни-
ка відтинає від трикутника подібний трикутник. Площа мен-
шого трикутника відноситься до площі основного трикутника 
як 1 : 4.

Властивості рівнобедреного трикутника: кути при осно-
ві трикутника рівні; висота, проведена до основи, є також бі-
сектрисою і медіаною.

Властивості рівностороннього трикутника: усі кути 
рівні (кожний кут дорівнює 60); кожна з трьох його висот є та-
кож бісектрисою і медіаною; центр кола, описаного навколо 
трикутника, збігається із центром кола, вписаного в нього.

Прямокутний трикутник має 
сторону, яка лежить проти прямого 
кута, – гіпотенузу (с) та дві сторони, 
які утворюють прямий кут, – катети 
(а і b) (рис. 1.19). Сторони прямокутно-
го трикутника а, b і c (с – гіпотенуза) 
зв’язані між собою співвідношенням, 
що називається теоремою Піфагора: 

с2  а2 + b2. Воно читається так: квадрат довжини гіпотенузи 
дорівнює сумі квадратів довжин катетів. 

Властивості прямокутного трикутника:
1) Катет є середнім пропорційним між гіпотенузою і проек-

цією цього катета на гіпотенузу: b2  bс  с і а2  ас  с (рис. 1.19). 
2) Висота, проведена з вершини прямого кута, є середнім 

пропорційним між проекціями катетів на гіпотенузу: h2  bс  ас.
3) Центр кола, описаного навколо прямокутного трикутни-

ка, лежить на середині гіпотенузи. 
4) Для сторін прямокутного трикутника істинні відношен-

ня: , .

Запам’ятайте! 

 30 45 60 Вказівка для кращого запам’ято ву ван ня:
1) запишіть риски дробів для кожного зна-
чення виразу sin і cos та знаменники, що 
дорівнюють 2;
2) запишіть у чисельниках числа: 1, 2, 3 
(для sin) і, навпаки: 3, 2, 1 (для cos); 
3) допишіть знак радикала до кожного чи-

сельника дробу. Враховуючи те, що , 
отримуємо заповнену таблицю

sin

cos

Рис. 1.19
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Опуклі чотирикутники
Чотирикутник, протилежні сторони якого попарно пара-

лельні, називається паралелограмом.
Властивості паралелограма: 
1) Середина діагоналі паралело-

грама є його центром си мет рії.
2) Протилежні сторони паралело-

грама рівні.
3) Протилежні кути паралелогра-

ма рівні.
4) Кожна діагональ паралелограма ділить його на два рівні 

трикутники.
5) Діагоналі паралелограма діляться точкою перетину нав-

піл.
6) Сума квадратів діагоналей паралелограма (d1 і d2) дорів-

нює сумі квадратів усіх його сторін:

 .

Щоб довести, що деякий заданий чотирикутник є паралело-
грамом, треба, згідно з означенням, переконатися в паралель-
ності його протилежних сторін. Інколи такі міркування є гро-
міздкими, а інколи – зайвими. Існують інші доведені ознаки, 
на підставі яких можна стверджувати, що даний чотирикут-
ник є справді паралелограмом.

Якщо в чотирикутнику справджується будь-яка з таких 
умов: 1) протилежні сторони попарно рівні; 2) дві протилежні 
сторони рівні і паралельні; 3) протилежні кути попарно рівні; 
4) діагоналі в точці перетину діляться навпіл, то такий чоти-
рикутник є паралелограмом.

Прямокутник – це паралелограм, у якому всі кути рів-
ні. Оскільки сума кутів чотирикутника дорівнює 180(4 – 2)  
360, то в прямокутнику всі кути прямі. Прямокутник має 
всі властивості паралелограма. Крім того, він має ще одну 
властивість: діагоналі прямокутника рівні між собою. 

Для прямокутника справджується і обернена теорема про 
те, що коли в паралелограмі діагоналі рівні, то такий парале-
лограм є прямокутником. Ця теорема є ознакою прямокутни-
ка. 

Ромб – це паралелограм, у якому всі сторони рівні. Крім за-
гальних властивостей паралело грама, ромб має ще й інші влас-
тивості, характерні лише для нього.

Діагоналі ромба взаємно перпендикулярні і ділять його 
кути навпіл. Справджується і обернена теорема, яка є ознакою 
ромба: якщо в паралелограмі діагоналі взаємно перпендику-
лярні або якщо в ньому діагоналі ділять кути навпіл, то такий 
паралелограм – ромб.

Рис. 1.20
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Квадрат – це паралелограм, у якому всі кути рівні і всі сто-
рони рівні. Отже, квадрат – це прямокутник з рівними сторо-
нами або квадрат – це ромб з рівними кутами (прямими). Оче-
видно, що квадрат має всі властивості прямокутника і ромба.

Трапеція – це чотирикутник, у якому тільки дві протилеж-
ні сторони паралельні. Ці паралельні сторони називаються 
основами трапеції, дві інші сторони – бічними сторонами.

Якщо бічні сторони трапеції рів-
ні між собою, то таку трапецію на-
зивають рівнобічною (рис. 1.21, 
АВ  СD).

Рівнобічна трапеція має такі 
властивості:

1) Кути, прилеглі до основи рів-
нобічної трапеції, рівні. Справджу-
ється і обернене твердження: якщо 

кути, прилеглі до основи трапеції, рівні, то така трапеція рів-
нобічна.

2) Діагоналі рівнобічної трапеції рівні.
3) Сума протилежних кутів рівнобічної трапеції дорівнює 

180.
 Відрізок, що сполучає середини бічних сторін трапеції, на-

зивається її середньою лінією (рис. 1.21, MN – середня лінія, 
AM  MB, CN  ND). 

Середня лінія трапеції паралельна її основам і дорівнює 

їхній півсумі (рис. 1.21, MN � AD, MN � BC, ).

Рис. 1.21
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1.20. При перетині прямих a і b утворилося чотири кути 
(рис. 1.22, а). Задайте кожній з умов (А–Д) можливий наслі-
док (1–5).

А) 1  3; 1) 3  4  90; А
Б) 2 + 3  180; 2) 1  2  4  90; Б
В) 1  2  90; 3) 1 і 4 – суміжні; В
Г) 2 + 4  260; 4) 1 і 3 – гострі; Г
Д) 3  90. 5) 2 і 4 – вертикальні. Д

1.21. Умовами (1–7) указано градусну міру деяких кутів. 
Виберіть серед них ті, які можуть бути суміжними. 

1) 18; 2) 72; 3) 128; 4) 62; 5) 28; 6) 108; 7) 38.

А) 1 і 2; Б) 2 і 6; В) 3 і 4; Г) 1 і 7; Д) 2 і 5.

1.22. Виберіть правильний висновок, коли відомо, що 
1  7 (рис. 1.22, б). 

А) a � b;  Б) a  b; В) a � b.

                  а б
Рис. 1.22 Рис. 1.23

1.23. Знайдіть градусну міру 3 (рис. 1.23), якщо CD � AB, 
1  2  і 2  72.

А) 72; Б) 144; В) 108; Г) 36; Д) 124.

1.24. Знайдіть градусну міру зовнішньо-
го кута KMN трикутника KMZ (рис. 1.24).

А) 135; В) 108; Д) 45.
Б) 125; Г) 117;
1.25. Знайдіть градусну міру кута між 

бісектрисою кута при вершині рівнобедре-
ного трикутника та його бічною стороною, 
якщо кути трикутника ABC відносяться як 3 : 4 : 3.

А) 18; Б) 36; В) 72; Г) 60; Д) 30. 

Рис. 1.24
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1.26. Визначте правильні рівності (рис. 1.25).

А) �ABO  �OCD; В) BA  CD; Д) BAO  DCO;

Б) �AOB  �COD; Г) AOB  DOC; Е) BAO  CDO.

1.27. Знайдіть кути трикутника BOC (рис. 1.26).

А) 48, 48, 84; В) 24, 132, 24; Д) 48, 132, 20.
Б) 132, 48, 48; Г) 42, 90, 48;
1.28. Ідентифікуйте кожному шестикутнику периметра Р 

коло радіуса R, описане навколо нього.

А) P  42 см; 1) R  2 см; А
Б) P  12 см; 2) R  8 см; Б
В) P  84 см; 3) R  6 см; В 
Г) P  48 см; 4) R  14 см; Г 
Д) P  36 см. 5) R  7 см. Д 

1.29. Обчисліть периметр трикутника з вершинами в цен-
трах трьох кіл з радіусами 6 см, 7 см і 8 см, що попарно дотика-
ються зовні (рис. 1.27).

А) 28 см; Б) 29 см; В) 27 см; Г) 42 см; Д) 21 см.

Рис. 1.25 Рис. 1.26 Рис. 1.27

1.30. Виберіть вирази, якими визначаються радіус вписано-
го кола в правильний трикутник зі стороною а та радіус описа-
ного навколо нього кола:

1) ; 2) ; 3) ; 4) ; 5) .

А) 1 і 2; Б) 2 і 3; В) 3 і 4; Г) 4 і 5; Д) 1 і 5.

1.31. Знайдіть діаметр кола, якщо пря-
ма a є дотичною до нього, A – точка доти-
ку, OB  12 см та утворює з дотичною кут 
30 (рис. 1.28).

А) 24 см; Б) 12 см; В) 6 см; Г) 18 см; Д) 4 см.

1.32. Сторона квадрата дорівнює  см. Укажіть довжину 
радіуса кола, вписаного в цей квадрат.

Рис. 1.28
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А) 20 см; Б)  см; В) 10 см; Г)  см; Д) 5 см.

1.33. Одна з основ трапеції на 8 см більша за іншу, а середня 
лінія трапеції дорівнює 10 см. Знайдіть меншу основу трапеції.

А) 2 см; Б) 4 см; В) 6 см; Г) 8 см; Д) 10 см.

1.34. Обчисліть площу ромба, діагоналі якого дорівнюють 
10 см і 36 см.

А) 90 см2; Б) 92 см2; В) 180 см2; Г) 184 см2; Д) 360 см2.

1.35. Знайдіть кут між прямими a і b, якщо прямі m і n па-
ралельні (рис. 1.29).

А) 50; Б) 80; В) 100; Г) 65; Д) 115.
1.36. Визначте довжини радіусів двох кіл, що дотикаються 

зовні, якщо відстань між їхніми центрами 18 см, а довжина од-
ного з них становить 50 % довжини іншого.

А) 9 см і 6 см; В) 12 см і 6 см; Д) 24 см і 12 см.
Б) 10 см і 8 см; Г) 14 см і 4 см; 

1.37. Укажіть вираз, що визначає довжину кола, яке об-
межує круг площею 9 см2.

А) 3 см; Б) 9 см; В) 12 см; Г) 18 см; Д) 6 см.

1.38. Знайдіть площу круга, вписаного у квадрат зі сторо-
ною 6 см.

А) 9 см2; В) 36 см2; Д) 18 см2.
Б) 144 см2; Г) 72 см2;

1.39. Знайдіть площу трикутника (рис. 1.30) (довжини від-
різків наведені в сантиметрах). 

А) 6 см2; Б) 9 см2; В) 12 см2; Г) 24 см2; Д) 30 см2.

1.40. Визначте периметр рівнобедреного трикутника, якщо 
точка дотику вписаного в нього кола ділить його бічну сторону 
на відрізки 6 см і 5 см. Виберіть правильну комбінацію можли-
вих відповідей.

1) 21 см; 2) 32 см; 3) 23 см; 4) 34 см; 5) 33 см.
А) 1 або 2; Б) 2 або 4; В) 2 або 3; Г) 3 або 5; Д) 4 або 5.

Рис. 1.29 Рис. 1.30
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1.41. Знайдіть сторону ВС трикутника 
ABC, вписаного в коло радіуса R (рис. 1.31). 

А) R;   Б) ;   В) ;   Г) ;   Д) .

1.42. Ідентифікуйте парами сторону пра-
вильного трикутника а та радіус r вписаного 
в нього кола.

А)  см; 

Б)  см;
В)  см; 
Г)  см; 

Д)  см.

1)  см; А

2)  см; Б

3)  см; В

4)  см; Г 

5)  см. Д 

1.43. Радіус кола, вписаного в квадрат, дорівнює 5 см. Знай-
діть діагональ квадрата.

А)  см; Б)  см; В)  см; Г)  см; Д)  см.

1.44. На рисунку 1.32 зображено два три-
кутники АВС і СDМ, сторони яких АВ і MD – 
паралельні. Знайдіть довжину відрізка AD, 

якщо , CD  1,5 см. 

А) 3 см; В) 6 см; Д) 9 см.
Б) 4,5 см; Г) 7,5 см;

1.45. Укажіть кількість сторін правильного многокутника, 
внутрішній кут якого дорівнює 160.

А) 12; Б) 14; В) 16; Г) 18; Д) 20.

1.46. Знайдіть периметр ромба, діагоналі якого дорівнюють 
24 см і 18 см. 

А) 120 см; Б) 60 см; В) 84 см; Г) 108 см; Д) 144 см.

1.47. Відомо, що периметр паралелограма дорівнює 48 см, 
а одна з його сторін на 8 см довша за іншу. Знайдіть меншу сто-
рону паралелограма.

А) 8 см; Б) 16 см; В) 6 см; Г) 12 см; Д) 10 см.

1.48. Зовні рівнобедреного трикутника ABC побудували два 
рівні кути ABM і CBK, сторони яких перетнули продовження 
основи AC відповідно у точках M і K. Доведіть рівність трикут-
ників MBC і KBA (рис. 1.33, а).

Рис. 1.31

Рис. 1.32
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1.49. З точки кола проведено дві взаємно перпендикулярні 
хорди довжиною 5 см і 12 см. Знайдіть відстань між кінцями хорд.

1.50. Визначте взаємне розміщення прямих AB і CD за дани-
ми рисунка 1.33, б. Відповідь обґрунтуйте.

а б
Рис. 1.33 Рис. 1.34

1.51. У трикутник ABC вписано коло (рис. 1.34), точки до-
тику якого M, Z поділяють дві його сторони AB i AC на відріз-
ки, різниця яких відповідно дорівнює 3 см і 4 см (AM > MB, 
AZ > ZC). Знайдіть сторони трикутника ABC, якщо його пери-
метр дорівнює 28 см.

1.52. Навколо рівностороннього трикутника описано коло, 
радіус якого дорівнює  см. Обчисліть радіус вписаного кола.

1.53. Навколо кола описано рівнобічну трапецію, кут при 
основі якої дорівнює 30. Висота трапеції – 7 см. Знайдіть дов-
жину середньої лінії трапеції.

1.54. Навколо кола описано рівнобічну трапецію, кут при 
основі якої дорівнює 150. Середня лінія трапеції дорівнює 

 см. Знайдіть довжину висоти трапеції.
1.55. Знайдіть бічну сторону рівнобедреного трикутника, 

основа якого дорівнює 16 см, а висота, проведена до неї, – 15 см.
1.56. Висота АМ трикутника АВС ділить його сторону ВС 

на відрізки ВМ і МС. Знайдіть довжину відрізка МС, якщо 
 см, AB  26 см, B  45.

1.57. Сторона ромба дорівнює 10 см, а одна з діагоналей – 
12 см. Знайдіть радіус вписаного в ромб кола.

1.58. У колі радіуса 15 см на відстані 12 см від його центра 
проведено хорду. Знайдіть довжину цієї хорди.

1.59. Бісектриса тупого кута паралелограма ділить його сто-
рону на відрізки 6 см і 10 см, рахуючи від вершини гострого 
кута. Обчисліть площу паралелограма, якщо його гострий кут 
дорівнює 60.

1.60. У колі проведено дві хорди, що перетинаються. Одна з 
них точкою перетину ділиться навпіл, а друга – на частини зав-
довжки 5 см і 20 см. Знайдіть довжину кожної хорди.
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1.61. З точки поза колом проведено січну і дотичну. Знай-
діть довжину дотичної, якщо вона на 5 см більша від зовніш-
ньої частини і на стільки само менша від внутрішньої частини 
січної.

1.62. З точки поза колом проведено січну і дотичну, сума 
довжин яких дорівнює 15 см, а зовнішня частина січної на 2 см 
менша від дотичної. Знайдіть довжини січної і дотичної.

1.63. Знайдіть площу прямокутного трикутника, якщо 
точка дотику вписаного кола ділить гіпотенузу на відрізки зав-
довжки 6 см і 9 см.

1.64. У прямокутній трапеції менша основа дорівнює 8 см, 
а менша бічна сторона –  см. Знайдіть площу трапеції, якщо 
один з її кутів дорівнює 120.

1.65. Навколо трапеції, основи якої дорівнюють 40 см і 
14 см, а висота – 39 см, описано коло. Знайдіть його радіус.

1.66. 1) Діагоналі трапеції дорівнюють 20 см і 15 см, висо-
та – 12 см. Обчисліть площу трапеції.

2) Діагоналі трапеції дорівнюють 30 см і 26 см, а висота – 
24 см. Обчисліть площу трапеції.

1.67. Більша діагональ ромба дорівнює 24 см, а радіус впи-
саного кола – 6 см. Обчисліть площу ромба.

1.68. Сторони трикутника дорівнюють 17 см, 25 см і 28 см. 
Коло з центром на найбільшій стороні дотикається до двох ін-
ших сторін. Обчисліть площу круга.

1.69. Знайдіть площу паралелограма, якщо його сторони 
дорівнюють 6 см і 4 см, а кут між діагоналями – 60.

§ 1.3. Задачі і методи їх розв’язування

Для геометрії закономірним є те, що введені основні понят-
тя та сформульована аксіоматика складають основу для заро-
дження нових тверджень. Однак їхню істинність потрібно до-
водити шляхом певних міркувань, які опираються на раніше 
доведені твердження або аксіоми. Їх називають математич-
ними задачами.

Що таке математична задача?
Існують різні означення цього поняття, наприклад, мате-

матична задача – це будь-яка вимога обчислити, побудувати, 
довести або дослідити що-небудь, або запитання, рівносильне 
даній вимозі.

У кожній задачі щось дано (умова) і щось треба довести чи 
знайти (вимога, висновок). Виконати поставлену вимогу – це 
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й означає розв’язати задачу. Зауважимо, що якщо істинність 
певного, часто застосовуваного математичного тверджен-
ня встановлено міркуваннями (доведенням), то таке твер-
дження називають теоремою. Навчитися доводити теореми, 
розв’язувати задачі – основна мета кожного школяра.

Чи можна стверджувати, що для успішного розв’язування 
геометричних задач і доведення теорем достатньо вільно воло-
діти всім теоретичним матеріалом? 

Ні. Це не є достатньою умовою. При хороших знаннях тео-
рії слід набути практичних навичок. А це можливо лише під 
час розв’язування задач, починаючи від простіших і поступово 
переходячи до більш складних. 

Математичні задачі умовно поділяють на чотири види від-
повідно до їхніх вимог: задачі на обчислення, доведення, до-
слідження і побудову. З ними ви вже ознайомилися в курсі 
планіметрії. 

Приступаючи до розв’язування задачі, треба вибрати метод. 
Методи поділяють:

а) за структурою – синтетичний, аналітичний, від супротив-
ного тощо;

б) за використанням математичного апарату – алгебраїч-
ний, векторний, координатний, метод площ, метод геометрич-
них перетворень тощо. 

Суть синтетичного методу полягає в тому, що, виходячи з 
умови задачі чи теореми і використовуючи відомі твердження, 
будується ланцюг логічних міркувань, останнє з яких збігаєть-
ся з вимогою задачі. Наведемо приклад.

Задача 1.

Бісектриса кута прямокутника ді-
лить більшу сторону на два відріз-
ки 7 см і 9 см. Знайдіть периметр 
цього прямокутника.

Дано: ABCD – прямокутник; 
AK – бісектриса, K  BC; 
ВK  7 см, KC  9 см (або 
ВK  9 см, KC  7 см).

Знайти: PABCD.

Розв’язання Чому саме так?

AK – бісектриса прямого 
кута ВАD, BC � AD, АK – 
січна, тому 1  2 як внут-
рішні різносторонні. 

Нехай за умовою АK зада-
на бісектриса. Точка K розби-
ває відрізок BC на два відріз-
ки BK і KC. Далі, враховуючи
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AK – бісектриса, тому 
2  3. Отже 1  3.

У �ABK: 1  3, тому 
�ABK – рівнобедрений і 
AB  ВK.

1) Якщо ВK  7 см, 
KC  9 см, то AB  ВK  7 см 
і ВC  16 см.
РABCD  (7 + 16) · 2 46 (см). 

2) Якщо ВK  9 см, 
KC  7 см, то АВ  ВK  9 см 
і ВС  16 см.
РABCD  (9 + 16) · 2  50 (см). 

Відповідь. 46 см або 50 см. 

паралельність протилежних 
сторін прямокутника та їх 
перетин січною (AK – бісек-
триса), встановлюємо рівність 
двох кутів трикутника. Це 
визначає вид трикутника – 
рівнобедрений, а значить, рів-
ність двох сторін. Тобто АB  
BK.

Якщо ВK  7 см, то АВ  
 7 см, ВС  7 + 9  16 (см), 
тому периметр: 

Р  (7 + 16) · 2  46 (см). 
Якщо ВK  9 см, то АВ  

 9 см, ВС  7 + 9  16 (см), 
тому периметр: 

Р  (9 + 16) · 2  50 (см). 
Отже, периметр прямокут-
ника може дорівнювати або 
46 см, або 50 см.

Ця задача є опорною, оскільки на такій ідеї будується багато 
задач і для паралелограма, і для трапеції. У цих фігурах бісек-
триса кута відтинає завжди рівнобедрений трикутник.

Зауважимо, що скорочене позначення кутів, у вигляді 1, 
2, …, спрощує записи та економить час, тому в таких випад-
ках ним користуватися зручніше.

Як бачимо, у процесі розв’язування задачі 1 використову-
ються лише відомі геометричні твердження та проводяться 
відповідні обчислення. Причому для кожної геометричної за-
дачі такі міркування свої.

Суть аналітичного методу полягає в тому, що, виходячи з 
вимоги (висновку) твердження (теореми чи задачі) і спираючись 
на відомі твердження, будуємо ланцюг логічних міркувань, який 
показує, що вимога є наслідком умови. Наведемо приклад.

Задача 2.

Доведіть, що середини сторін будь-
якого опуклого чотирикутника є 
вершинами паралелограма.

Дано: ABCD – чотирикутник; 
K  AB, AK  KB; L  BC, 
BL  LC; Q  CD, CQ  
QD; P  AD, AP  PD.

Довести: KLQP – паралелограм.
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Доведення Чому саме так?

KLQP – заданий чотири-
кутник. K, L, Q, P – середи-
ни відповідних сторін. АС і 
BD – діагоналі чотирикут-
ника АВСD. 

У �ABC: KL – середня лі-
нія, тому KL � AC.

У �ADC: PQ – середня лі-
нія, тому PQ � AC.

Маємо: 1) KL � AC і 
AC � PQ, тому KL � PQ (за 
ознакою паралельних пря-
мих).

2) Аналогічно KP � LQ як 
середні лінії трикутників  
ABD та BDC.

Отже, у чотирикутни-
ку KLQP протилежні сто-
рони паралельні, тому 
він – паралело грам, згідно 
з ознакою паралелограма. 
Що й вимагалося довести 
(щ. в. д.).

Вимога задачі: довести. 
Це означає, що істинність 
твердження слід підтверди-
ти «ланцюжковим» мірку-
ванням. 

Щоб чотирикутник KLQP 
був паралелограмом, достат-
ньо показати, що в нього 
протилежні сторони пара-
лельні. Для цього заданий 
чотирикутник розбиваємо на 
два трикутники однією діа-
гоналлю, а потім – іншою. 
Середні лінії однієї пари 
трикутників паралельні од-
ній діагоналі, а другої пари – 
інші. (Відрізок, що сполучає 
середини двох сторін, є се-
редньою лінією трикутника, 
яка має властивість: пара-
лельна до третьої сторони 
трикутника.) Звідси, середні 
лінії кожної пари трикутни-
ків паралельні між собою. 
Таким чином, отримуємо, 
що в чотирикутнику KLQP 
протилежні сторони пара-
лельні, тому він – паралело-
грам.

Зауважимо, що доведення того, що чотирикутник, вершини 
якого є серединами довільного опуклого чотирикутника, є па-
ралелограмом, можна проводити й іншими методами. 

Синтетичний та аналітичний методи ще називають пря-
мими методами розв’язування математичних задач.

Отже, щоб розв’язати задачу прямим методом, слід розпо-
чинати з аналізу змісту задачі (від якого залежить вибір ме-
тоду розв’язування). Далі допомогти собі створенням моделі у 
вигляді рисунка і продовжити міркувати над кожною дією, які 
в сукупності утворюють ланцюг дій, що ведуть або від умови до 
вимоги, або від вимоги до умови.

Суть методу від супротивного полягає в тому, що, маючи 
твердження, будуємо нове, заперечивши висновок попередньо-
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го. Утворюється протилежне твердження. Виходячи з висно-
вку протилежного твердження, будуємо «ланцюг» істинних 
тверджень, поки не отримаємо твердження, яке суперечить 
або умові, або відомій аксіомі чи теоремі, або припущенню. 
Отже, отримуємо висновок, що протилежне твердження хиб-
не, а тому початкове – істинне (тут діє логічний закон: з двох 
протилежних тверджень одне істинне, друге хибне, третього не 
дано). Розглянемо приклад. 

Задача 3.

Доведіть твердження: якщо дві прямі 
паралельні третій, то вони паралельні 
між собою.

Будуємо протилежне твердження: 
існують дві прямі паралельні третій і 

не паралельні між собою.

Доведення Чому саме так?

Від супротивного. При-
пустимо, що a � c, b � c, але 
a � b. Тоді a � b  A.

Отримали твердження, 
яке протирічить аксіомі па-
ралельності: через точку А 
на площині проходять дві 
різні прямі, паралельні тре-
тій. Отже, протилежне твер-
дження хибне, тому почат-
кове твердження – істинне. 
Тобто дві прямі, паралельні 
третій, паралельні одна од-
ній. Щ. в. д.

Виходимо з висновку но-
вого твердження: нехай пря-
мі а та b, які паралельні тре-
тій прямій c, не паралельні 
між собою. Тоді вони пере-
тинаються в деякій точці А. 
Отримали, що через точку 
проходять дві різні прямі, 
паралельні третій. Це супе-
речить аксіомі паралельнос-
ті. Прийшли до протиріччя. 
Останнє твердження – хиб-
не. Отже, початкове твер-
дження – істинне.

Математичну задачу вважають розв’язаною, якщо: 1) запи-
сано відповідь у вигляді числа, виразу, вказано алгоритм побу-
дови рисунка, коли це задача на обчислення, побудову чи дослі-
дження; 2) підтверджено сформульоване в задачі твердження, 
коли це задача на доведення. 

Метод від супротивного називають непрямим методом 
розв’язування математичних задач.

Розглянемо деякі інші методи розв’язування геометричних 
задач, які поділяють на види за використанням математично-
го апарату.
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Алгебраїчний метод розв’язування задач
Розв’язуючи задачу алгебраїчним методом, слід приділити 

увагу таким етапам:
1. Моделювання тексту задачі за допомогою рисунка (у 

більшості випадків).
2. Введення позначень шуканих величин або тих, які приво-

дять до шуканих (найчастіше літерами латинського алфавіту).
3. Складання рівняння або системи рівнянь, використову-

ючи введені позначення та відомі геометричні співвідношення 
між шуканими і даними величинами.

4. Розв’язування складеного рівняння або системи рівнянь. 
Повернення до введених позначень і визначення шуканих гео-
метричних величин. За потреби, виконання дослідження знай-
дених розв’язків.

5. Записування відповіді. 
Вам доводилося неодноразово розв’язувати геометричні за-

дачі алгебраїчними методами. Задачі, у яких задано залеж-
ність між двома вимірами, зводяться до розв’язування рівнян-
ня. Наприклад, одна зі сторін паралелограма на 3 см довша за 
іншу, а периметр – 30 см. Потрібно знайти довжини сторін па-
ралелограма. Тоді, увівши змінну х як довжину сторони цього 
паралелограма, маємо довжину другої сторони (х – 3). Врахо-
вуючи означення периметра паралелограма та відоме його зна-
чення, отримуємо рівняння: 

(x + x – 3)  2  30.
Наведемо ще приклади розв’язування задач алгебраїчним 

методом.

Задача 4.

Периметр прямокутного трикутни-
ка дорівнює 36 см. Гіпотенуза від-
носиться до катета як 5 : 3. Знайдіть 
сторони трикутника.

Дано: �ACB (C  90); P�  36 см; 
AB : AC  5 : 3.

Знайти: АВ, АС і ВС.

Розв’язання Чому саме так?

 Позначимо коефі-
цієнт пропорційності 
через k. Тоді AB  5k, а 
AC  3k. 
AB2  AC2 + BC2, 
25k2  9k2 + BC2, 

P�  36 см – єдиний ліній-
ний вимір, з яким пов’язані 
сторони трикутника. 

.
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(BC > 0, k > 0).
P�  AB + AC + BC, або 
5k + 3k + 4k  36, 
12k  36, k  3.
AB  5  3  15 (см), 
AC  3  3  9 (см),
BC  4  3  12 (см).

Відповідь. 15 см, 9 см і 
12 см.

Нехай , звідси

AB  5k, AC  3k. 
P�  AB + AC + BC. Визначити 

сторону ВС можна за тео ремою 
Піфагора: AB2  AC2 + BC2, звід-

си , BC > 0,
BC  4k. Метод розв’язування – 
алгебраїчний, оскільки вико-
ристовується математична мо-
дель – рівняння 5k + 3k + 4k  
36.

Задача 5.

У паралелограмі діагоналі дорівню-
ють 16 см і 20 см. Менша з них пер-
пендикулярна до його сторони. Знай-
діть площу цього паралелограма.

Дано: ABCD – паралелограм; 
A > B, AC < BD; AC  AB, 
AC  CD, AC  16 см, BD  
20 см.

Знайти: SABCD.

Розв’язання Чому саме так?

Нехай ABCD – заданий 
паралелограм, у якому 
AC  CD і AC  AB.

Позначимо сторони па-
ралелограма: 

AB  x, BC  y. Тоді має-
мо рівняння:

2(x2 + y2)  162 + 202,
звідси 

, 

x2 + y2  328.
За теоремою Піфагора з 

�CAB (A  90): 

Під час розв’язування цієї 
задачі спочатку вибираємо 
формулу для обчислення пло-
щі паралелограма.

SABCD  a  ha, де а – осно-
ва паралелограма, ha – висо-
та, проведена до неї. AC  AB, 
тому AC є висотою паралело-
грама, проведеною до сторони 
AB або CD, довжини яких не-
відомі. Сторони паралелогра-
ма пов’язані з його діагоналя-
ми формулою 

.
Довжини сторін парале-

лограма є невідомими, тому,
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AB2 + AC2  BC2, тобто 
маємо: x2 + 162  y2, або 
y2  x2  162.

Складаємо систему рів-
нянь: 

  
x2 + y2  (y2  x2)  328 – 

– 256, 
2x2  72, x2  36, 
(x > 0), x  6.
SABCD  AB  AC  
6 см  16 см  96 см2.
 Відповідь. 96 см2. 

очевидно, потрібно скласти 
систему рівнянь. Одне з рів-
нянь можна отримати за ви-
щевказаною формулою, а 
друге, враховуючи перпенди-
кулярність діагоналі парале-
лограма, маємо прямокутний 
трикутник з двома невідоми-
ми сторонами, які є його сто-
ронами.

 Зауважимо, що, беручи до 
уваги вимогу задачі, можна 
не шукати обидві сторони па-
ралелограма, а лише, напри-
клад, сторону АВ.

Метод площ 
Якщо умова задачі містить дані, з яких легко знайти площу 

одним зі способів, однак, використовуючи інший спосіб для 
відшукання площі цієї самої фігури, маємо один з лінійних ви-
мірів невідомий, то, прирівнюючи площі, отримують рівняння 
з одним невідомим.

Задача 6.

Сторони трикутника дорівнюють 13 см, 14 см і 15 см. Обчисліть 
висоту, проведену до сторони, яка має довжину 14 см.

Розв’язання Чому саме так?

Нехай a, b, c – сторони 
деякого �ABC, причому a  
13 см, b  14 см, c  15 см. 

a < b і b < c. hb – висота, 
проведена до серед ньої сто-
рони.

За формулою Герона:

а за іншою формулою:

Маючи три сторони три-
кутника a, b, c, можна знайти 
його площу за формулою Ге-
рона:

 ,

де .

З іншої боку, площу три-
кутника можна знайти за 
формулами: 

 
де hi – висота, проведена до
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 (см2).

,

7  hb  84,
hb  12 (см). 

Відповідь. 12 см.

і-ї сторони. Залишилося ви-
брати сторону трикутника і 
отримати рівняння: 

, 

у якому неві домим буде hi. 

Зауважимо, що хоча під час розв’язування задачі 6 вико-
ристовувалося алгебраїчне рівняння, однак більш суттєвим у 
розв’язуванні задачі є міркування про площу фігури, тому та-
кий метод отримав назву метод площ.

Задача 7.

Катети прямокутного трикутника до-
рівнюють 3 см і 6 см. Знайдіть довжи-
ну бісектриси прямого кута.

Дано: �АВС (C  90); CK – бісек-
триса; BC  3 см, AC  6 см.

Знайти: CK.

Розв’язання Чому саме так?

Нехай АВС – даний 
прямокутний трикутник 
(C  90), у якому BC  
3 см, AC  6 см і CK – бі-
сектриса прямого кута. 

Введемо позначення: 
CK  x. Знайдемо площу 
�АВС двома різними спо-
собами: 

1)  (см2); 

2) S�ABC  S�BCK + S�ACK;

Площу �АВС можна знай-

ти за формулою , де а 

і b – два катети. 
Бісектриса розділила �АВС 

на два трикутники, площі яких 
невідомі. Їхні площі можна 
знай ти за формулою: 

,

де т і п – сторони трикутни-
ка, а  – кут між ними, тобто 
  45. 

,
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.

Прирівнюємо праві 
частини рівностей: 

. 

Звідси .

Тобто  см.

Відповідь.  см. 

.

.

Оскільки 
S�ABC  S�BCK + S�ACK, 

а бісектриса CK є невідомою, 
то отримаємо рівняння з одним 
невідомим.

Метод векторів
Щоб застосовувати метод векторів до розв’язування задачі, 

потрібно виконати такі дії:
1. Перевести задачу на мову векторів, тобто розглянути 

деякі дані в задачі відрізки як вектори та скласти векторну 
рівність.

2. Здійснити перетворення для векторної рівності, користу-
ючися відповідними властивостями дій над векторами та відо-
мими векторними рівностями.

3. Повернутися від векторної мови до геометричної. 
4. Записати відповідь. 
Метод векторів найчастіше використовується під час роз в’я-

зування задач, у яких вимагається довести: паралельність пря-
мих (відрізків), поділ відрізка в певному відношенні; що три 
точки лежать на одній прямій; що даний чотирикутник – па-
ралелограм (ромб, прямокутник, квадрат, трапеція). Проілю-
струємо суть цього методу на прикладі розв’язування задачі.

Задача 8.

Доведіть, що середини сторін будь-
якого опуклого чотирикутника є 
вершинами паралелограма.

Дано: ABCD – чотирикутник; 
K  AB, AK  KB; 
L  BC, BL  LC; 
Q  CD, CQ  QD; 
P  AD, AP  PD.

Довести: KLQP – паралелограм.
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Доведення Чому саме так?

1. Переведемо задачу на 
мову векторів, замінивши від-
різки векторами: , , , 

, , , , , .
2. Скористаємося правилом 

трикутника для додавання век-
торів: 

, . 

Враховуючи, що  

(K – середина AB) і  

(L – середина BC), отримуємо 
рівність: 

.

Отже, . 

Аналогічно . 

3. Тому . Тобто век-
тори однаково напрямлені, ле-
жать на паралельних прямих 
і мають однакову довжину. Це 
доводить, що KLQP – парале-
лограм. Щ. в. д.

Перевівши задачу на 
мову векторів, отримує-
мо вимогу задачі: довести 
рівність векторів  і . 
Скориставшися прави-
лом трикутника для зна-
ходження суми векторів, 
маємо: 

,
.

Однак , 

, тому . 

Аналогічно отримує-

мо, що . 

Отже, , що й 
вимагалося довести. 

Метод координат
Розв’язуючи задачу координатним методом, слід виконати 

такі дії:
1. Записати геометричну задачу мовою координат. 
2. Перетворити вираз чи обчислити його значення.
3. Перевести знайдений результат на мову геометрії.
4. Записати відповідь. 
Методом координат найчастіше розв’язують задачі: 
– на відшукання геометричних місць точок; 
– на доведення залежностей між лінійними елементами 

геометричних фігур.
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Розв’язуючи задачу методом коор-
динат, потрібно раціонально вибрати 
систему координат: дану фігуру слід 
розмістити відносно осей координат 
так, щоб якнайбільше координат по-
трібних точок дорівнювало нулю, 
а також одному і тому самому чис-
лу. Наприклад, координати вершин 
прямокутника ABCD можна вибрати 
так, як на рисунку 1.35: , , , .

Проілюструємо суть методу на прикладі.

Задача 9.

Доведіть, що коли в паралело грама 
діагоналі рівні, то він прямокут-
ник.

Доведення

Розмістимо паралелограм у системі координат так, щоб 
його вершини мали координати: , , , 

, причому a > 0, b � 0, c > 0. За умовою AС  BD. Ви-
разимо відстані між точками А і С, В і D через їхні коорди-
нати:

, .

Тоді , або

, звідси . 
Оскільки , то , а це означає, що точка  ле-

жить на осі Oy. Тому кут BAD прямий. Звідси випливає, що 
паралелограм ABCD – прямокутник.

Метод геометричних перетворень: метод повороту, метод 
симетрії, метод паралельного перенесення, метод гомотетії. 

Розв’язуючи задачі методом геометричних перетворень, 
розглядають поряд з даними фігурами нові фігури, які отри-
мали з даних за допомогою певного перетворення. З’ясовують 
властивості нових фігур, переносять ці властивості на дані фі-
гури, а далі – знаходять спосіб розв’язування задачі. 

Кажуть, що задачі, які розв’язані методом векторів, мето-
дом координат, методом геометричних переміщень, методом 
площ та іншими методами, у яких використовується більше 
властивостей геометричних фігур, розв’язані геометричними 
методами.

Рис. 1.35
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1.70. Периметр паралелограма ABCD дорівнює 20 см, сторо-
на AB  5 см. Знайдіть довжину іншої сторони паралелограма. 
Виберіть рівняння, яке є моделлю даної задачі.

А) x + 5  20; В) 3x + 5  20; Д) 2x + 5  10.
Б) 2x + 5  20; Г) (x + 5)  2  20;

1.71. Периметр паралелограма зі сторонами а см і b см до-
рівнює 50 см. Знайдіть сторони паралелограма. Ідентифікуйте 
кожній умові алгебраїчне рівняння, яке може бути моделлю 
утвореної задачі.

А) a : b  2 : 3; 1) (x + 3 + x)  2  50; А
Б) a > b на 3 см; 2) (x – 2 + x)  2  50; Б
В) a > b у 2 рази; 3) (x + 3x)  2  50; В
Г) a < b на 2 см; 4) (2x + 3x)  2  50; Г 
Д) a < b у 3 рази. 5) (x + 2x)  2  50. Д 

1.72. Центральний кут опирається на хорду, яка стягує дугу 
100. Знайдіть кути трикутника, утвореного сторонами цент-
рального кута й хордою. Укажіть рисунок, який є моделлю за-
дачі. 

   А)      Б)      В)      Г)

1.73. У колі з центром О проведено діаметри 
АВ і CD (рис. 1.36). Кут АОС у 17 разів менший за 
суму інших трьох кутів, що утворилися. Знайдіть 
вписаний кут АВС. 

А) 20; Б) 40; В) 10; Г) 80; Д) 160.
1.74. Знайдіть катет, прилеглий до кута в 60, 

прямокутного трикутника, гіпотенуза якого до-
рівнює 10 см.

А)  см; Б) 5 см; В)  см; Г)  см; Д)  см.

1.75. У рівнобедреному трикутнику АВС до основи AC про-
ведено висоту BH. Відомо, що P�ABC  18 см, P�ABH  12 см і 
AB : AC  5 : 8. Знайдіть відношення висоти рівнобедреного три-
кутника BH до його основи AC.

Рис. 1.36
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А) ; Б) ; В) ; Г) ; Д) .

1.76. У прямокутнику (рис. 1.37), діагональ якого дорівнює 
13 см, позначено точки M, N, K і L – середини його сторін. Ви-
беріть геометричні твердження, які потрібні для знаходження 
периметра чотирикутника MNKL.

1) Означення прямокутника;
2) властивості прямокутника;
3) властивості прямокутного трикутника;
4) означення трикутника;
5) означення середньої лінії трикутника;
6) властивості середньої лінії трикутника;
7) ознаки паралельності прямих.

А) 1, 2, 4 і 7; Б) 2, 4, 5 і 7; В) 2, 5 і 6; Г) 3, 5 і 6; Д) 3, 6 і 7.

Рис. 1.37 Рис. 1.38

1.77. Знайдіть радіус кола, описаного навколо правильного 
трикутника зі стороною 24 см.

А)  см; В) 12 см; Д)  см.

Б)  см; Г)  см;

1.78. Обчисліть площу паралелограма, дві сторони якого 
дорівнюють 9 см і  см, а кут між ними – 45.

А)  см2; В) 45 см2; Д)  см2.

Б)  см2; Г) 22,5 см2;

1.79. Виберіть три послідовності правильного знаходження 
площі рівнобічної трапеції ABCD (рис. 1.38). 

1) Використання аксіоми вимірювання відрізків;
2) знаходження сторін утвореного трикутника;
3) доведення рівності двох утворених трикутників;
4) установлення виду чотирикутника;
5) використання властивостей чотирикутника BCLK.

А) 1, 4, 5, 2 і 3; В) 5, 4, 3, 1 і 2; Д) 4, 5, 2, 3 і 1.
Б) 2, 3, 4, 5 і 1; Г) 3, 2, 4, 5 і 1;
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1.80. Знайдіть радіус вписаного у ромб кола, якщо діагона-
лі ромба дорівнюють 6 см і 8 см. 

А) 4,8 см; Б) 3,6 см; В) 2,4 см; Г) 1,8 см; Д) 1,2 см. 

1.81. У трикутнику ABC проведено паралельно АС відрі-
зок DE (D  AB, E  BC). Знайдіть сторону АВ трикутника ABC, 
коли відомо, що DE  4 см, DB  6 см, AC  10 см. 

1.82. Висоти паралелограма дорівнюють 8 см і 12 см, а кут 
між ними – 60. Знайдіть площу паралелограма. 

1.83. Катет прямокутного трикутника дорівнює 6 см, а ме-
діана, проведена до нього, – 5 см. Знайдіть гіпотенузу трикут-
ника.

1.84. Один з катетів прямокутного трикутника дорівнює 
30 см, а радіус описаного навколо нього кола – 17 см. Обчисліть 
площу даного трикутника.

1.85. Сторони трикутника дорівнюють 29 см, 25 см і 6 см. 
Знайдіть довжину висоти трикутника, проведеної до наймен-
шої сторони.

1.86. Знайдіть площу прямокутного трикутника, якщо бі-
сектриса гострого кута ділить протилежний катет на відрізки 
завдовжки 24 см і 51 см.

1.87. У трикутнику одна сторона дорівнює 24 см, медіана, 
проведена до неї, – 14 см, а різниця двох інших сторін – 8 см. 
Обчисліть периметр трикутника.

1.88. У трикутнику дві сторони і медіана, проведена з вер-
шини кута, утвореного ними, відповідно дорівнюють 14 см, 
22 см і 14 см. Обчисліть периметр трикутника.

1.89. У трикутнику АВС проведено медіани АА1, ВВ1, СС1. 
Доведіть, що .

1.90. Доведіть, що середини сторін рівнобедреної трапеції є 
вершинами ромба. (Використайте різні методи розв’язування.)

1.91. У квадрат вписано коло радіуса R. Доведіть, що сума 
квадратів відстаней від довільної точки кола до сторін квадрата 
стала і дорівнює 6R2. (Використайте різні методи розв’язування.)

Геометрія – одна з найдавніших ма-
тематичних наук. Свідчення про перші 
геометричні факти відображено на вави-
лонських клинописних таблицях, єги-
петських папірусах та інших джерелах 
(VI–ІІІ ст. до н. е.). 

Назва науки «геометрія» – давньо-
грецького походження. Вона складаєть-
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ся з двох давньогрецьких слів: «geo» (гео) – земля і «metreo» 
(метрео) – вимірюю. У розвитку геометрії можна вказати чо-
тири основні періоди. 

Перший період – зародження геометрії як науки. Він від-
бувався у Стародавньому Єгипті, Вавилоні та Греції (приблиз-
но до V ст. до н. е.). Саме в цей час учені геометри встановили 
перші загальні закономірності в природі та відтворили їх на 
залежностях між геометричними величинами. Основною про-
блемою геометрів того періоду було обчислення деяких площ 
і об’ємів. Логічних обґрунтувань у задачах було дуже мало. 
В основному геометричні властивості виводилися за практич-
ними спостереженнями, пошуком закономірностей, викорис-
танням досвіду, тобто емпірично.

Другий період – формування геометрії у структурну си-
стему. У VII ст. до н. е. геометрія була «перенесена» з Єгипту 
в Грецію. Під час цього періоду геометри працювали над си-
стематизацією накопичених і нових знань, встановлювали 
зв’язки між геометричними фактами, виробляли прийоми до-
ведень. У розвиток математики, зокрема геометрії, у цей пе-
ріод значний внесок зробили Піфагор, Платон, Арістотель, Фа-
лес, Анаксигор, Демокріт, Евклід. У книзі «Начала» Евкліда 
сформульовано поняття про фігуру, про геометричні тверджен-
ня та про доведення. Вона є актуальною і до наших днів. 

Третій період – доповнення геометрії новими методами. 
Розпочинається цей період у першій половині XVII ст. Фран-
цузький учений Рене Декарт увів метод координат. Це було ве-
ликим досягненням, тріумфом, який зумів пов’язати три науки: 
геометрію, алгебру і математичний аналіз. Використання ме-
тодів цих наук у геометрії дало змогу створити нові науки, які 
були тісно пов’язані з евклідовою геометрією. Це – аналітична 
геометрія, а пізніше – диференціальна геометрія, проективна 
геометрія, нарисна геометрія. Таким чином, евклідова геомет-
рія піднялася на якісно новий ступінь порівняно зі стародав-
ньою геометрією. У ній почали розглядатися значно загальніші 
фігури та використовуватися суттєво новіші методи.

Четвертий період – створення неевклідової геометрії. За-
початкував його російський учений Микола Іванович Лоба-
чевський. Він у 1826 році вперше за період, що тривав понад 
2000 років, відкрив можливості для створення неевклідових 
геометрій. Ним була побудована зовсім нова, неевклідова гео-
метрія, яку тепер називають геометрією Лобачевського.

Особливість нового періоду в історії геометрії, розпочатого 
М. І. Лобачевським, полягає в тому, що після його геометрії 
почали розвиватися нові геометричні теорії, нові «геометрії» 
та відповідні узагальнення самого предмета геометрії. У цей 
період виникло поняття про різновиди простору (термін «про-
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стір» у науці має різний зміст: з одного боку, це звичайний ре-
альний простір, а з другого – абстрактний «математичний про-
стір»). Одні теорії складалися всередині евклідових геометрій, 
у вигляді її особливих розділів, а пізніше отримували статус 
самостійності. А інші – подібно геометрії Лобачевського, вво-
дили зміни аксіом і структурувалися на основі цих змін, уза-
гальнюючи та будуючи науку. 

Саме так було створено геометрію Рімана (Георг Фрідріх 
Бернхард Ріман (1826–1866) – німецький учений) та її уза-
гальнення (1854–1866), які знайшли важливе застосування в 
теорії відносності, у механіці та ін. 

У шкільному курсі ми вивчаємо геометрію Евкліда. Пе-
реклав книжку «Начала» український математик Михайло 
Єгорович Ващенко-Захарченко (1825–1912) у 1880 році. На 
основі цієї книжки написано й пишуться різні підручники 
з геометрії. Наприклад, викладання геометрії в радянській 
школі майже до 1982 року здійснювалося за підручником ро-
сійського педагога-математика А. П. Кисельова (1852–1940). 
У 1980-х роках було створено новий навчальний посібник, на-
писаний українським математиком О. В. Погорєловим, який і 
нині є в бібліотеках загальноосвітніх навчальних закладів.

Сьогодні геометрія є багатовекторною і такою, що швид-
ко розвивається в різних сукупностях математичних теорій, 
які вивчають різні простори та їхні фігури. Значний внесок у 
геометрію зробили й наші вітчизняні геометри: М. В. Остро-
градський, О. М. Астряб, А. П. Кисельов, О. Д. Александров, 
А. М. Колмогоров, О. В. Погорєлов та ін.

1. Які фігури на площині є основними?
2. Які поняття є означуваними, а які – неозначуваними?
3. Що таке аксіома; теорема?
4. Які основні властивості належності точок і прямих?
5. Який відрізок належить півплощині?
6. Які основні властивості взаємного розміщення точок на 

прямій; площині?
7. Які основні властивості вимірювання відрізків; кутів?
8. Які основні властивості відкладання відрізків; кутів?
9. Назвіть властивість паралельних прямих.

10. Яка структурна побудова планіметрії?
11. У якому випадку три точки площини будуть розміщені на 

одній прямій?
12. Що таке означення? Наведіть приклади означень.
13. Яке можливе розміщення трьох точок на площині?
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14. Які прямі називаються паралельними; перпендикулярними?
15. Як визначити кут між прямими, що перетинаються?
16. Які кути називаються суміжними; вертикальними?
17.  Яку властивість мають суміжні кути; вертикальні?
18. Як доводять паралельність прямих?
19. Як можуть бути розміщені коло і пряма?
20. Які властивості має дотична до кола?
21. Які многокутники називаються плоскими?
22. Які кути називаються вписаними в коло?
23. Яка залежність між вписаним і центральним кутами?
24. Як знайти центр кола, вписаного в трикутник і описаного 

навколо нього?
25. Які загальні формули пов’язують сторону правильного 

n-кутника з радіусом вписаного кола?
26. Які загальні формули пов’язують сторону правильного 

n-кутника з радіусом описаного кола?
27. Яка властивість перпендикуляра, проведеного через сере-

дину хорди кола?
28. Яка залежність між катетами і гіпотенузою в прямокутно-

му трикутнику?
29. Назвіть властивість медіан трикутника.
30. Назвіть властивості бісектриси кута трикутника.
31. Як за трійкою елементів трикутника, серед яких один лі-

нійний, можна його розв’язати?
32. Які теореми допомагають при розв’язуванні трикутника?
33. Як визначити вид чотирикутника?
34. Як перевірити, що даний чотирикутник є паралелограмом; 

прямокутником; ромбом; квадратом; трапецією?
35. Які умови визначають існування трикутника?
36. Які многокутники є рівними, а які подібними?
37. Які формули можна використовувати для знаходження площі 

паралелограма; прямокутника; ромба; квадрата; трапеції?
38. Які методи розв’язування задач ви знаєте?
39. Як розв’язати геометричну задачу алгебраїчним методом?

 Частина 1
Завдання 1–16 мають варіанти відповідей, з яких правиль-

на тільки ОДНА або конкретна кількість. Виберіть правильну 
відповідь.

1. Визначте величини кутів, що утворилися при перетині 
двох прямих, якщо один з них дорівнює 26.
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А) 64, 116, 64; В) 26, 116, 116; Д) 141, 52, 141.
Б) 126, 64, 126; Г) 26, 154, 154;
2. Укажіть рисунок, за даними якого можна зробити висно-

вок, що прямі a і b – паралельні.

      А)          Б)

   В)       Г)        Д)

3. У прямокутнику ABCD діагоналі 
AC і BD, перетинаючись у точці О, утво-
рюють AOB  84(рис. 1.39). Знайдіть 
величину OBC.

А) 21; В) 48; Д) 63. 
Б) 42; Г) 24;
4. Знайдіть площу квадрата, навко-

ло якого описано коло радіуса R.

А)  см2; В)  см2; Д) 4R2 см2.

Б)  см2; Г)  см2;

5. Знайдіть площу трапеції, середня лінія якої дорівнює 
12 см, а висота – 6 см.

А) 144 см2; Б) 18 см2; В) 54 см2; Г) 36 см2; Д) 72 см2.
6. Обчисліть периметр рівнобедреного трикутника, якщо 

коло, вписане в трикутник, точкою дотику ділить його бічну 
сторону на відрізки завдовжки 4 см і 5 см, рахуючи від основи.

А) 23 см; Б) 22 см; В) 26 см; Г) 27 см; Д) 28 см.
7. Гострий кут прямокутної трапеції в 5 разів менший від її 

тупого кута. Знайдіть величину тупого кута.

А) 120; Б) 135; В) 144; Г) 150; Д) 160.

Рис. 1.39
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8. Знайдіть відношення кутів, утворених дотичною, прове-
деною через точку C деякого кола, та двома хордами CB і CA, 
коли відомо, що AB – діаметр і COB  36(рис. 1.40).

А) 1 : 5; В) 1 : 7; Д) 1 : 2.
Б) 1 : 6; Г) 1 : 4;

9. Периметр квадрата дорівнює  см. 
Визначте радіус кола, описаного навколо 
квадрата.

А) 2,5 см; В) 5 см; Д) 20 см.
Б) 4 см; Г) 10 см;
10. Знайдіть різницю кутів  і , коли 

відомо, що хорда AB  R, де R – радіус кола
(рис. 1.41).

А) 30; В) 60; Д) 120.
Б) 45; Г) 90;
11. Радіус кола, описаного навколо квадрата, дорівнює 
 см. Обчисліть периметр квадрата.

А) 32 см; Б)  см; В) 16 см; Г) 64 см; Д)  см.
12. Знайдіть площу заштрихованої частини фігури

(рис. 1.42).

А) (2 – 2) см2; В) (8 – 2) см2; Д) (4 – 2) см2.
Б) (2 – 2) см2; Г) (2 – 8) см2;
13. Визначте градусну міру кута х(рис. 1.43).

А) 120; В) 75; Д) 45.
Б) 60; Г) 105;

Рис. 1.41 Рис. 1.42 Рис. 1.43

14. У колі, радіус якого дорівнює 13 см, проведено хорду зав-
довжки 24 см. Знайдіть відстань від центра кола до даної хорди.

А) 10 см; Б) 12 см; В) 13 см; Г) 5 см; Д) 1 см.
15. Знайдіть площу прямокутного трикутника, гіпотенуза 

якого дорівнює 20 см, а один з катетів – 16 см.

А) 96 см2; Б) 120 см2; В) 160 см2; Г) 192 см2; Д) 240 см2.

Рис. 1.40
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16. Обчисліть площу трикутника, дві сторони якого дорів-
нюють  см і 8 см, а кут між ними – 45. 

А) 48 см2; Б) 24 см2; В) 96 см2; Г) 12 см2; Д)  см2.

 Частина 2
Розв’яжіть завдання 17–28 з коротким записом ходу мірку-

вань. 
17. Знайдіть відсоткове відношення більшого із суміжних 

кутів до меншого, якщо сума трьох кутів, утворених при пере-
тині двох прямих, дорівнює 240. 

18. Знайдіть суму двох гострих кутів, утворених при перети-
ні двох паралельних прямих січною, якщо один з них у 3 рази 
більший за другий.

19. З точки кола проведено дві взаємно перпендикулярні 
хорди завдовжки 8 см і 15 см. Знайдіть радіус кола.

20. З точки кола проведено дві хорди, які утворюють кут 
30. Знайдіть довжину відрізка, що сполучає їхні кінці, якщо 
радіус кола дорівнює 5 см.

21. Хорда завдовжки 8 см віддалена від центра кола на 4 см. 
Знайдіть довжину кола.

22. Сторона правильного шестикутника дорівнює  см. 
Знайдіть радіус кола, вписаного в шестикутник.

23. Бічні сторони трапеції, описаної навколо кола, відно-
сяться як 7 : 9, а середня лінія дорівнює 32 см. Знайдіть бічні 
сторони трапеції.

24. У коло радіуса 4 см вписано трапецію, діагональ якої є 
бісектрисою гострого кута й утворює з меншою основою кут 30. 
Знайдіть висоту трапеції.

25. Відомо, що два відрізки AС і 
ВD перетинаються в точці O, причому 
AO  OD, CO  BO, BD  20 см, CD  14 см 
(рис. 1.44). Знайдіть периметр трикут-
ника AOВ.

26. У трикутнику АВС А  45, 
B  60, BC   см. Знайдіть довжину 
сторони АС. 

27. Діагоналі ромба відносяться як 5 : 12, а його площа до-
рівнює 120 см2. Знайдіть периметр ромба.

28. Висота ВD трикутника АВС ділить його сторону АС 
на відрізки АD і CD. Знайдіть довжину відрізка СD, якщо 
AB   см, BC  5 см, A  60.

Рис. 1.44
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 Частина 3
Розв’яжіть завдання 29–32 з повним обґрунтуванням. 

29. Бічна сторона рівнобедреного трикутника дорівнює 
26 см, а висота, опущена на основу, – 10 см. Визначте радіуси 
кіл, вписаного у трикутник та описаного навколо нього.

30. Бісектриса прямого кута ділить гіпотенузу на відрізки 
у відношенні 5 : 12. Обчисліть периметр трикутника, якщо ме-
діана, проведена до гіпотенузи, дорівнює 26 см. 

31. Дві сторони трикутника дорівнюють 3 см і 5 см, а медіа-
на, проведена до третьої сторони трикутника, – 3,5 см. Знайдіть 
кут трикутника, обмеженого даними сторонами.

32. Діагональ рівнобічної трапеції ділить висоту, проведе-
ну з вершини тупого кута, на відрізки завдовжки 15 см і 12 см, 
а бічна сторона трапеції дорівнює її меншій основі. Знайдіть 
площу трапеції.
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§ 2.1. Основні поняття стереометрії. 
Аксіоми стереометрії

Як говорилось у § 1.1, геометрія – це наука про властивос-
ті геометричних фігур, яка складається з двох частин: плані-
мет рії та стереометрії. Планіметрію – розділ геометрії, у яко-
му вивчають властивості фігур на площині, ви вже вивчили. 
У модулі 1 систематизовано й узагальнено факти і властивості 
для таких фігур. Стереометрію вивчають у старших класах. Це 
розділ геомет рії, у якому вивчають властивості фігур у просто-
рі. Схематично це виглядає так: 
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Стереомет рія складає другу частину геометрії. Фігури, які 
вивчаються в ній, також називаються геометричними фігура-
ми або ж просторовими. На рисунку 2.1 зображено деякі про-
сторові фігури: піраміда, паралелепіпед, конус, циліндр.

Рис. 2.1

Нагадаємо, що структура логічної побудови планіметрії має 
вигляд:

Оскільки стереометрія – друга складова геометрії, то вона 
будується так само. Деякі поняття є основ ними (найпростіши-
ми, неозначуваними). Для них формулюються основні власти-
вості – аксіоми, а далі розглядаються інші означувані поняття 
та їхні властивості. 

Зрозуміло, що всі фігури, які розглядалися на площині, 
можна розглядати й у просторі. Тому основні фігури (поняття) 
планіметрії – точка і пряма – автоматично стають основними 
фігурами стереометрії. Описуються вони так само. У просто-
рі розглядається ще одна основна фігура – площина. Її можна 
уявити як ідеально гладеньку поверхню дошки, поверхню ар-
куша паперу, які продовжені в усі сторони до нескінченності. 
Площину розуміють також як множину точок.

На базі основних понять визначаються інші основні озна-
чувані поняття: відстань між точками, відрізок, промінь, три-
кутник і т. д.

Пряма – підмножина точок площини, відрізок – підмножи-
на точок прямої. Деяка підмножина точок площини є плоским 
трикутником, чотирикутником і т. д., а деякі – неплоскими 
фігурами. Простір складається з нескінченної множини точок.

Отже, у стереометрії основними фігурами (поняттями) є точ-
ка, пряма і площина. Ці поняття неозначувані. Кожна просто-
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рова геометрична фігура складається з множини точок. Роз-
глянемо куб на рисунку 2.2. У нього 8 вершин (точки), 12 ребер 
(частини прямих) і 6 граней (частини площин). Гранями куба є 
квадрати – фігури планіметрії.

У стереометрії розглядається більше од-
нієї площини. Простір складається з безлічі 
площин, прямих і точок. Тому всі аксіоми 
планіметрії (див. § 1.1) мають місце і в сте-
реометрії. Однак при цьому деякі з них на-
бувають іншого змісту. Так, аксіома І1 у 
планіметрії стверджує, що існують точки 
поза даною прямою на площині, у якій ле-
жить пряма. Саме в такому розумінні ця ак-

сіома застосовувалась у процесі побудови геометрії на площи-
ні. Тепер ця аксіома стверджує взагалі існування точок, які 
не лежать на даній прямій у просторі. З неї безпосередньо не 
випливає, що існують точки поза даною прямою на площині, у 
якій лежить пряма. Це потребує вже спеціального доведення.

Формулювання деяких аксіом планіметрії як аксіом стерео-
метрії потребують уточнення. Це стосується, наприклад, аксі-
ом ІІ2, IV2, IV3, V1. Наведемо ці уточнені формулювання.

ІІ2. Пряма, що належить площині, розбиває цю площину 
на дві півплощини.

IV2. Від будь-якої півпрямої на площині, що містить її, у 
задану півплощину можна відкласти кут із заданою градусною 
мірою, меншою за 180, і до того ж тільки один.

IV3. Який би не був трикутник, існує трикутник, що дорів-
нює йому в даній площині в заданому розміщенні відносно да-
ної півпрямої в цій площині.

V1. На площині через точку, що не лежить на даній прямій, 
можна провести не більше як одну пряму, паралельну даній.

Зрозуміло, що оскільки збільшилася кількість основних фі-
гур, то з’явилися нові аксіоми про їхні властивості: 

1. Яка б не була площина, існують точки, що належать цій пло-
щині, і точки, які не належать їй (рис. 2.3, а).

Рис. 2.3

Рис. 2.2
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2. Якщо дві різні прямі мають спільну точку, то через них 
можна провести площину і до того ж тільки одну (рис. 2.3, б).

3. Якщо дві різні площини мають спільну точку, то вони пере-
тинаються по прямій, що проходить через цю точку (рис. 2.3, в).

Аксіома 1 вказує на те, що будь-яка площина весь простір 
не вичерпує. Є точки простору, які їй не належать. Аксіома 2 
стверджує, що дві прямі, які перетинаються у просторі, завжди 
визначають єдину площину. З аксіоми 3 випливає, що якщо 
дві різні площини мають спільну точку, то вони мають безліч 
спільних точок, які утворюють пряму, що містить цю точку.

Ці три аксіоми доповнюють п’ять груп аксіом планіметрії і 
разом з ними утворюють аксіоматику стереометрії. Аксіому 1 
стереометрії віднесемо до групи аксіом належності (позначи-
мо І3), а аксіоми 2 і 3 – до групи аксіом взаємного розміщення 
(відповідно позначимо ІІ3, ІІ4). 

Площини позначаються малими літерами грецького алфавіту 
, , , ...; точки – великими літерами латинського алфавіту A, 
B, C, ...; прямі – малими літерами латинського алфавіту a, b, c, ... 
або двома великими літерами латинського алфавіту AB, CD, ... .

Для коротких записів тверджень використовують символи 
«» – належить, «» – не належить, «» – підмножина тощо. 

Короткі записи взаємного розміщення точок, прямих і пло-
щин:

1. Точка А належить прямій а (точка А лежить на прямій а, 
пряма а проходить через точку А). Позначення: A а.

2. Точка А не належить прямій а (точка А не лежить на пря-
мій а, пряма а не проходить через точку А). Позначення: A а.

3. Точка А належить площині  (точка А лежить на площині , 
площина  проходить через точку А). Позначення: A .

4. Пряма а належить площині  (пряма а лежить на площи-
ні , площина  проходить через пряму а). Позначення: а .

Тоді, використовуючи рисунок 2.3, аксіоми можна записати 
так:

І3. Існують точки {A, B, K, ...} і точки {G, D, ...} .
ІІ3. Якщо a , b  і a �bO, то –єдина.
ІІ4. Якщо A  і A , то  �a, причому A a.
Площини зображають по-різному. На рисунку 2.4 показано 

деякі приклади різних зображень площин на аркуші паперу.

Рис. 2.4
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Далі у стереометрії будемо використовувати всі означувані по-
няття планіметрії, доповнювати їх новими, які є, власне, стереомет-
ричними, формулювати та доводити властивості просторових фігур.

Як бачимо, різниці між логічною побудовою планіметрії і 
стереометрії немає, відрізняються вони між собою лише де-
яким змістом основних понять, аксіом, означень, теорем.

Задача 1.

Точки А, В, С, D не лежать на одній площині. Доведіть, що пря-
мі АВ і СD не перетинаються.

Доведення

Доведемо методом від супротивного. Припустимо, що 
прямі АВ і СD перетинаються (рис. 2.5). Тоді, за аксіо-

мою ІІ3, через них можна провести пло-
щину, якій належатимуть ці прямі. Це 
означає, що точки А, В, С, D теж нале-
жать цій площині, що суперечить умо-
ві. Припущення неправильне. Прямі 
АВ і СD не перетинаються, що й вимага-
лося довести.

Зауважимо, що шкільний курс геометрії присвячений ев-
клідовій геометрії. І хоча із часом геометрія Евкліда отримала 
багато нових доповнень, уточнень, корекцій як у предметному 
змісті, так і в методах дослідження, її продовжують з великою 
шаною називати евклідовою геометрією. Такий авторитет вона 
заслужила через практичне застосування в реальному жит-
ті. Нею користуються технічні науки, картографія, геодезія, 
астрономія та інші науки.

2.1. Укажіть кількість точок, що належать площині  
(рис. 2.6).

А) Одна;   Б) дві;  В) три;      Г) 2012;  Д) безліч.  

Рис. 2.5
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Рис. 2.6   Рис. 2.7  Рис. 2.8

2.2. На рисунку 2.7 зображено дві прямі m і n, що перетина-
ються в точці О та визначають площину . Укажіть, яка кількість 
прямих, що проходять через точку О, лежить на площині .

А) Жодної;  В) дві;  Д) безліч.
Б) одна;    Г) три;   
2.3. Виберіть для двох різних площин  і  однакові за зміс-

том твердження.
1) Площини  і  перетинаються;
2) площини  і  мають лише одну спільну точку;
3) площини  і  мають спільну точку;
4) площини  і  мають не більше двох спільних точок;
5) площини  і  мають спільну пряму.
А) 1, 2 і 4;  Б) 1, 3 і 5;  В) 2, 4 і 5;  Г) 2, 3 і 4;  Д) 1, 3 і 4.
2.4. Дві різні площини мають спільну точку Q. Визначте, 

скільки прямих, які проходять через точку Q, є спільними для 
площин  і  (рис. 2.8).

А) Одна;  В) три;   Д) безліч.
Б) дві;    Г) жодної; 
2.5. Площини перетинаються. Визначте кількість спільних 

прямих, які вони можуть мати.
А) Одну;  В) три;   Д) десять.
Б) дві;    Г) безліч; 
2.6. Доведіть, що дві прямі в просторі не можуть перетина-

тися більше ніж в одній точці.
2.7. Точки А, В, С лежать у кожній з двох різних площин. 

Доведіть, що ці точки лежать на одній прямій.
2.8. Дано дві площини, які перетинаються по прямій а, і 

пряму b, яка лежить в одній із цих площин і перетинає другу. 
Доведіть, що прямі а і b перетинаються.

2.9. Дано три різні площини, які попарно перетинаються. 
Доведіть, що коли дві з прямих перетину цих площин перети-
наються, то третя пряма проходить через точку їхнього пере-
тину.
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§ 2.2. Наслідки з аксіом 
стереометрії

Проаналізувавши все сказане раніше, можна стверджувати, 
що логічна побудова геометрії має вигляд:

Почесне місце в геометрії займають аксіоми. Вони виража-
ють найбільш важливі властивості основних геометричних фі-
гур. Усі інші властивості геометричних фігур встановлюються 
міркуваннями та опираються на аксіоми або на доведені твер-
дження, які опиралися на аксіоми. Такі міркування назива-
ють доведеннями. Твердження, істинність якого доведено і 
яке використовують для доведення інших тверджень, назива-
ють теоремою. Найпростішими з них є твердження для основ-
них фігур стереометрії, які називають наслідками з аксіом 
стереометрії. Розглянемо теореми, які є наслідками аксіом 
стереометрії.

Т е о р е м а  1. 
Через пряму і точку, що не належить їй, можна про-

вести площину і до того ж тільки одну. 

Доведення. Нехай ВС – дана пряма і А – точка, що 
не належить їй (рис. 2.9). Через точки А і В проведемо 
пряму b. Прямі ВС і b різні та перетинаються в точці В. 
За аксіомою ІІ3, через них можна провести площину . 
Доведемо, що вона єдина, методом від супротивного. 

Припустимо, що існує інша площи-
на , яка містить пряму ВС і точку А. 
Тоді, згідно з аксіомою ІІ4, площини  
і  перетинаються по спільній прямій, 
якій належать точки А, В, С, що су-
перечить умові. Припущення непра-
вильне. Площина  – єдина. Теорему 
доведено.Рис. 2.9
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Т е о р е м а  2. 
Якщо дві точки прямої належать площині, то і вся 

пряма належить цій площині. 

Доведення. Нехай задано пряму а, площину  і точ-
ки А та В прямої а, які належать  (рис. 2.10). Вибере-
мо точку С, що не належить прямій а. Через точку С і 
пряму а проведемо площину . Якщо  і  збіжаться, 
то пряма а належить площині . Якщо ж площини  і 

 різні і мають дві спільні точки А і В, то 
вони перетинаються по прямій а1, що міс-
тить ці точки. Отже, через дві точки А і В 
проходять дві прямі а і а1, що суперечить 
аксіомі належності І2. Тому а і а1 – збіга-
ються. Але оскільки а1 належить площи-
ні , то і пряма а теж належить . Теорему 
доведено.

Т е о р е м а  3. 
Через три точки, що не належать одній прямій, 

можна провести площину і до того ж тільки одну. 

Доведення. Нехай А, В, С – задані точки (рис. 2.11). 
Проведемо через точки А і С пряму b, а через точки А 
і В – пряму а. Прямі а і b різні та мають спільну точ-
ку А. Через них можна провести площину . Доведе-
мо, що вона єдина, методом від супротивного. Припус-

тимо, що існує інша площина , що 
містить точки А, В, С. Тоді, за теоре-
мою 2, прямі а і b належать площи-
ні . Отже, площини  і  мають дві 
спільні прямі а і b, які перетинають-
ся, що супе речить аксіомі ІІ3. Отже, 
площина  – єдина. Теорему доведе-
но.

Зауважимо, якщо площина визначена трьома точками, які 
не лежать на одній прямій, наприклад А, В, С, то у такому ви-
падку користуються позначенням: (АВС). Читається: «площина, 
яка задана точками А, В і С», або скорочено «площина АВС».

Якщо грань многогранника – чотирикутник, наприклад 
АВСD, то вибирають запис площини довільною трійкою його вер-

Рис. 2.10

Рис. 2.11
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шин. Наприклад, (ВСD), (АСD) чи (АВС). Однак інколи у записі 
площини залишають усі чотири вершини, наприклад (АВСD).

Задача 1.

Чи можна через точку перетину двох даних прямих провести 
третю пряму, яка б не лежала з ними в одній площині?

Розв’язання Чому саме так?

Через прямі а і b (рис.  2.12), 
які мають спільну точку О, 
можна провести площину . 
Візьмемо точку В, яка не нале-
жить . Через точки О і В про-
ведемо пряму с. Пряма с не ле-
жить на площині , бо якби 
пряма с належала площині , 
то і точка В належала б площи-
ні . Отже, через точку перети-
ну прямих а і b можна провести 
третю пряму, яка не лежить з 
ними в одній площині.
Відповідь. Можна. 

Очевидно, що точки 
площини задаватимуть 
прямі, які будуть нале-
жати цій самій площині. 
Якщо ж взяти точку пе-
ретину двох прямих на 
площині та точку поза 
площиною, то через будь-
які дві точки простору 
можна провести пряму. 
Ця пряма матиме лише 
одну спільну точку з пло-
щиною, а значить, буде її 
перетинати.

Рис. 2.12 Рис. 2.13 Рис. 2.14

Задача 2.

Доведіть, що всі прямі, які перетинають дві дані паралельні 
прямі, лежать в одній площині.

Доведення

Оскільки прямі а і b паралельні, то, за означенням, 
ці прямі лежать в одній площині  (рис. 2.13). Довільна 
пряма с, яка перетинає а і b, має з площиною  дві спіль-
ні точки – точки перетину. Згідно з теоремою 2, ця пряма 
належить площині . Отже, всі прямі, які перетинають дві 
паралельні прямі, лежать в одній площині, що й вимагало-
ся довести.
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Задача 3.  
Доведіть, що коли прямі АВ і СD не лежать в одній площині, то 
прямі АС і ВD теж не лежать в одній площині.

Доведення Чому саме так?

Доведемо методом від супро-
тивного. Припустимо, що прямі 
АС і ВD лежать в одній площині 
(рис. 2.14). Тоді точки А, В, С, D 
належать цій площині, а тому 
прямі АВ і СD належать цій 
площині, що суперечить умові. 
Припущення неправильне, тому 
прямі АС і ВD не належать од-
ній площині, що й вимагалося 
довести.

Під час доведення на-
лежності чи нена леж-
ності часто використову-
ють метод до  ве дення від 
супротивного. У цьому 
випадку він одразу ви-
водить на суперечність, 
а значить – доводить ви-
могу задачі.

Задача 4.  
Скільки всього існує різних площин, які проходять через пряму 
і точку в просторі?

Розв’язання Чому саме так?

Якщо в просторі дано 
пряму і точку, що лежить на 
ній, то ними визначається 
безліч площин, оскільки че-
рез пряму проходить безліч 
різних площин. 

Якщо ж точка не лежить 
на прямій, то за наслідком 
з аксіом стереометрії таку 
площину можна побудувати 
лише одну.

Відповідь. Безліч або 
одна. 

Взявши поза цією пря-
мою довільну точку, ми 
кожного разу матимемо 
іншу площину, яка не збі-
гатиметься з раніше побу-
дованою. Таких площин – 
безліч. 

Через дану точку поза 
прямою можна побудувати 
або пряму, що перетинати-
ме дану пряму, або пряму, 
паралельну даній. Обидва 
випадки задають одну пло-
щину. 
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2.10. Виберіть чотири твердження, які визначають єдиність 
площини.

А) Будь-які дві точки простору;
Б) будь-яка пряма простору і точка на ній;
В) будь-яка пряма простору і точка поза нею;
Г) будь-які три прямі простору;
Д) будь-які три точки простору;
Е) будь-які дві паралельні прямі;
Є) будь-які дві прямі;
Ж) будь-які дві прямі, що перетинаються.
2.11. Укажіть площини, яким належить точка Р (рис. 2.15). 
1) (SAB); 2) (SBC); 3) (SAC); 4) (ABC).
А) 1 і 2; Б) 2 і 3; В) 3 і 4; Г) 1 і 4.

2.12. Укажіть кількість площин, які можна провести через 
три точки, що лежать на одній прямій.

А) Одну; В) нескінченну кількість; Д) три.
Б) дві; Г) скінченну кількість;

2.13. Укажіть пряму перетину площин (CMD) і (MAD), що 
зображені на рисунку 2.16.

А) CD; Б) MC; В) MA; Г) DA; Д) MD.

2.14. На двох ребрах піраміди позначено точки M і N 
(рис. 2.17). Укажіть площину, в якій лежить пряма MN. 

А) (TRS); Б) (PTS); В) (PRS); Г) (PTR).

Рис. 2.15 Рис. 2.16 Рис. 2.17

2.15. Визначте кількість різних площин, які можна про-
вести через п’ять точок, якщо чотири з них лежать на одній 
площині (рис. 2.16).

А) Одну; В) п’ять; Д) сім.
Б) чотири; Г) шість;
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2.16. За рисунком 2.16 вибрано площини, що перетинають-
ся по прямих, які містять ребра піраміди. Визначте серед ниж-
ченаведених тверджень правильні.

1) (MAB) і (MBC); 3) (MBD) і (MAC); 5) (MBC) і (MAD);
2) (MAB) і (MCD); 4) (MAB) і (BCD); 6) (MBD) і (ABD).

А) 1 і 3; Б) 2 і 5; В) 3 і 6; Г) 1 і 4; Д) 2 і 6.

2.17. Визначте прямі, з якими може перетинатися пряма 
MN (рис. 2.17). 

1) PR; 2) PS; 3) PT; 4) TS; 5) RS; 6) TR.

А) 1, 2 і 4; Б) 2, 3 і 5; В) 3, 4 і 5; Г) 1, 3 і 6; Д) 2, 4 і 6.

2.18. Виберіть дві площини, яким належить точка Q 
(рис. 2.18).

А) (ABC); В) (MBC); Д) (MAD).
Б) (MAB); Г) (MCD);

2.19. Дано трапецію АВСD і точку О, 
що належить основі ВС (рис. 2.19). Ви-
значте два твердження, за якими можна 
довести, що всі вершини трапеції лежать 
в одній площині .

А) A , B , AB ;
Б) B , C , O ;
В) A , D , O ;
Г) C , D , A ;
Д) BC , O BC, O .

2.20. Три прямі, які проходять через точку О, перетинають 
четверту пряму в точках А, В і С. Доведіть, що точки А, В, С і О 
лежать в одній площині.

2.21. Дві вершини і точка перетину медіан трикутника ле-
жать у площині . Доведіть, що й третя вершина трикутника 
належить площині .

2.22. Доведіть, що через пряму можна провести дві різні 
площини.

2.23. Доведіть, що всі прямі, які перетинають дану пряму і 
проходять через дану точку поза прямою, лежать в одній пло-
щині.

2.24. Дано чотири точки, що не лежать в одній площині. 
Скільки можна провести різних площин, які проходять через 
три з цих точок?

2.25. Скільки площин можна провести через: 
1) одну точку; 2) дві точки; 3) три точки?

Рис. 2.18

Рис. 2.19
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2.26. Доведіть, що коли діагоналі чотирикутника перетина-
ються, то його вершини лежать в одній площині.

2.27. Точки А, В, С не лежать на одній прямій. M  AB, 
K  AC, X  MK. Доведіть, що точка Х належить площи-
ні (АВС).

2.28. Через вершину А ромба АВСD проведено пряму а, яка 
паралельна діагоналі ВD. Доведіть, що прямі а і СD перетина-
ються.

§ 2.3. Перерізи

Аналізуючи навколишній світ і систематизуючи його пред-
мети за формою, переконуємося, що багато предметів «перері-
зані» або «склеєні». Роз’єднуючи їх, маємо поверхню, яку на-
зивають їх перерізом.

З перерізами зустрічаються у різних ситуаціях: у побуті, 
столярстві, токарстві і т. д. Розв’язуванням задач на перерізи 
геометричних фігур або інших тіл займаються у кресленні, в 
конструкторській практиці. Перерізи виконують для просто-
рових геометричних фігур. 

Розглядатимемо перерізи трьох просторових фігур: піра-
міди, куба і прямокутного паралелепіпеда (їх відносять до 
многогранників; з поняттям многогранника ознайомимося 
пізніше). Для введення поняття перерізу геометричної фі-
гури нагадаємо поняття про відрізок, який перетинає або 
не пере тинає пряму: якщо у заданій площині кінці відрізка 
лежать у різ них півплощинах відносно заданої прямої, то 
відрізок перетинає пряму, якщо ж в одній, – то ні. Аналогією 
такої ситуації у просторі є площина і відрізок, тобто їхнє 
взаємне розміщення. Кожна площина розбиває простір на 
два півпростори, а кінці відрізка можуть лежати у різних 
півпросторах (рис. 2.20, а) відносно деякої площини, на пло-
щині (рис. 2.20, б) або в одному півпросторі (рис. 2.20, в). 

 

Рис. 2.20
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Якщо жодна з двох точок не належить площині, а відрі-
зок, що їх сполучає, має з цією площиною спільну точку, то 
говорять, що дані точки лежать по різні боки відносно площи-
ни, або відрізок перетинає площину. Якщо ж принаймні дві 
точки просторової геометричної фігури лежать по різні боки 
від площини, то говорять, що площина цю фігуру перетинає. 
У такому разі таку площину називають січною.

Фігура, яка складається з усіх спільних точок геометричної 
фігури і січної площини, називається перерізом геометрич-
ної фігури. На рисунку 2.21 перерізи зображено кольором. 

Рис. 2.21

Переріз задають умовою задачі. Залежно від цих умов і ви-
конують побудову перерізу. Враховуючи зміст вивченого, буде-
мо розв’язувати задачі, в яких переріз задається трьома точка-
ми чи прямою і точкою поза нею. З перерізами нам доведеться 
працювати майже в усьому курсі стереометрії. 

Існують різні методи побудови перерізів. Найбільш поши-
рений у практиці вивчення курсу геометрії середньої школи – 
метод слідів. Розглянемо його, з’ясуємо, у чому полягає суть 
цього методу.

Якщо площина грані многогранника і площина перерізу 
мають дві спільні точки, то вони перетинаються по прямій, що 
проходить через ці точки. Цю пряму називають лінією пере-
тину даних площин.

Площина перерізу многогранника має спільні прямі з пло-
щинами граней многогранника. Пряму, по якій площина 
пере різу перетинає площину будь-якої грані многогранника, 
називають слідом площини перерізу. Слідів стільки, скільки 
площин граней перетинаються з площиною перерізу.
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Під час побудови перерізу варто пам’ятати: 
– через дві точки, що належать площині, проходить тільки 

одна пряма, і ця пряма теж належить цій площині; 
– щоб побудувати лінію перетину двох площин, необхідно 

відшукати дві точки, які належать обом площинам, і че-
рез них провести лінію перетину;

– при побудові перерізів многогранників січною площиною 
треба відшукати відрізки, по яких січна площина перети-
нається з гранями многогранника. 

Розглянемо приклади побудови перерізу многогранника 
січною площиною.

Задача 1.  

Побудуйте переріз куба площиною, що проходить через 
се реди ни ребер зі спільною вершиною.

Побудова

Нехай ABCDA1B1C1D1 – заданий куб (рис. 2.22). Вибере-
мо одну з вершин, наприклад А, яка є спільною для трьох 
ребер АB, AA1 і AD. Позначимо на цих ребрах точки M, N і 
Р відповідно, які є їхніми серединами. Точки M, N і Р не 

лежать на одній прямій, а тому визнача-
ють січну площину (MNР). Точки M і Р – 
спільні точки площини перерізу і грані 
ABCD, тому PM  (MNР) � (ABCD), PM – 
сторона перерізу. 

Аналогічно PN  (MNР) � (AA1D1D) 
і MN  (MNР) � (ABB1A1), тому PN і 
MN – дві інші сторони перерізу. Отже, 
�MNР – шуканий переріз.

Задача 2.  

Побудуйте переріз піраміди MABC площиною, що проходить 
через ребро MA та сере дину ребра BC.

Побудова

Площина перерізу задається прямою 
MA і се реди ною ребра BC (позначимо її 
точкою K) (рис. 2.23). (MAK) – площина 
перерізу. Знайдемо прямі перетину цієї 
площини з площинами (ABC) і (MBC). 
Ними будуть відповідні прямі AK і KM, 
а �MAK, утворений перетином прямих 
MA, AK і KM, – шуканий переріз.

Рис. 2.22

Рис. 2.23
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Задача 3.  
Побудуйте переріз піраміди DABC площиною, що проходить 
через три точки, які лежать відповідно на ребрах AD, DC, BC.

Побудова

Розглянемо випадок, коли жодна з прямих, що проходять 
через ці точки, не буде паралельною сторонам граней. 

Нехай M AD, N DC, P BC,  – січна площина, що 
про ходить через задані точки M, N і Р. Побудуємо переріз, 
виконуючи послідовно кроки:

1. M(ADC), N(ADC), тому MN  (ADC); MN   � (ADC).
2. N(BDC), P(BDC), тому NP  (BDC); NP   � (BDC). 
Ми знайшли дві сторони фігури перерізу: відрізки MN 

і NP (рис. 2.24, а). Точка P – спільна точка двох площин 
(ABC) і (MNP). Такі площини (за аксіомою II4) перетина-
ються по прямій, що проходить через точку P. Для побудо-
ви такої прямої потрібна друга точка. 

3. Площини (ADC) і (ABC) перетинаються по прямій AC. 
MN, за умовою, не паралельна AC і MN  (ADC), тому 
MN � AC  S (рис. 2.24, б). 

4. Пряма SP – лінія перетину площин (MNP) і 
(ABC). Перетин цієї прямої з ребром АВ дає точку Q, 
яка є вершиною перерізу. Отже, чотирикутник MNPQ – 
шуканий переріз (рис. 2.24, в).

Рис. 2.24

Задача 4.  

Побудуйте переріз прямокутного паралелепіпеда ABCDA1B1C1D1 
площиною, що проходить через середини M і N ребер AD і BB1 і 
точку P перетину діагоналей грані A1B1C1D1 (рис. 2.25, а).
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Побудова

Позначимо січну площину   (MNP). Виконаємо по слі-
довно кроки, шукаючи фігуру, утворену площиною пере-
різу.

1. Знайдемо точку перетину прямої NP з площиною 
(AA1D1D). Ця пряма лежить у площині (BB1D1D), яка пе-
ретинається з площиною (AA1D1D) по прямій DD1. Точ-
ка K1 – точка перетину прямих NP і DD1. Точка K1 – шука-
на (рис. 2.25, б).

2. Аналогічно знаходимо точку K2, як точку перетину 
прямої NP з площиною (ABCD). Точка K2 – шукана.

3. Площина  перетинає площину (AA1D1D) по прямій 
K1M, а площину (ABCD) – по прямій K2M. Прямі K1M і 
K2M перетинають ребра прямокутного паралелепіпеда A1D1 
і AB у точках K3 і K4 відповідно (рис. 2.25, в).

4. Пряма K3P перетинає ребро прямокутного паралеле-
піпеда B1C1 у деякій точці K5 – останній вершині перерізу 
(рис. 2.25, в).

Отже, п’ятикутник MK3K5NK4 – шуканий переріз 
(рис. 2.25, г).

Рис. 2.25

Наведемо короткі описи побудови перерізу куба площиною, 
що проходить через три точки. 
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Задача 5.  

Побудуйте переріз куба площиною, що проходить через точки 
M, N, Р, які належать відповідно ребрам AD, DD1, CC1.

Побудова

Січна площина (MNP) (рис. 2.26).
1) Точки N і Р лежать у (PDC). Проведемо пряму РN, 

PN � DC  E.
2) Точки E, M лежать у (ABC). Проведемо пряму EM, 

EM � AB  K, EM � BC  F.
3) Точки F, P лежать у (BB1P), FP � BB1  Q.
4) PNMKQ – шуканий переріз.

Рис. 2.26   Рис. 2.27

Задача 6.  

Побудуйте переріз куба площиною, що проходить через точ-
ки K, M, Т, які належать відповідно ребрам BB1, AA1, D1C1.

Побудова

Січна площина (KMТ) (рис. 2.27).
1) Точки M і K лежать у (AA1B1), KM � A1B1  E.
2) Точки E, T лежать у (A1B1C1), ET � B1C1  F, 

T � A1D1  P.
3) Точки M, P лежать у (AA1D1), MP � DD1  N.
4) MKFTN – шуканий переріз.

Задача 7.  

Побудуйте переріз куба площиною, що проходить через точки 
K, M, N, які належать відповідно ребрам CC1, B1C1, DC.
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Побудова

Січна площина (KMN) (рис. 2.28).
1) Точки M, K лежать у (В1С1С), 
MK � BB1  Q, MK � BС  F.
2) Точки F і N лежать у (ABC), 
FN � DС  T, FN � AB  P.
3) Точки Q і P лежать у (ABB1), 
QP � AA1  S, QP � A1B1  R.
4) MKTNSR – шуканий переріз.

2.29. Виберіть площини, які перетинає пряма KL у прямо-
кутному паралелепіпеді ABCDA1B1C1D1 (рис. 2.29).

А) (ABC); Б) (A1D1B1); В) (B1BD);   Г) (ADD1);     Д) (ABB1).

  

 Рис. 2.29    Рис. 2.30

2.30. На рисунку 2.30 зображено переріз прямокутного па-
ралелепіпеда, який проходить через три точки. Укажіть такі 
трійки точок, для яких переріз побудовано правильно. 

1) А, С і О1; 2) В, А і С; 3) А, А1 і С; 4) О1, С1 і А; 5) С, С1 і А1.
А) 1, 2 і 4; Б) 2, 3 і 5; В) 1, 3 і 4; Г) 3, 4 і 5; Д) 1, 2 і 5.

2.31. На ребрах піраміди DABC, зображеної на рисунку 2.31, 
позначено точки M і N. Виберіть трикутник, який може бути 
перерізом цієї піраміди.

А) �DMN; Б) �MNC; В) �MNA; Г) �MNB.

2.32. У кубі проведено пряму MN (рис. 2.32). Ідентифікуй-
те парами правильні твердження.

Рис. 2.28
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А) (ABC) � MN; 1) S; А

Б) (A1B1C1) � MN; 2) N; Б

В) (AA1B1) � MN; 3) P; В

Г) (DD1C1) � MN. 4) M. Г

Рис. 2.31  Рис. 2.32 Рис. 2.33

2.33. Укажіть площини, які перетинатимуться по пря-
мій DN (рис. 2.33).

1) (ABC); 2) (DCB); 3) (ALD); 4) (ADN); 5) (KDC).
А) 1 і 3; Б) 2 і 4; В) 3 і 5; Г) 2 і 5; Д) 1 і 4.

2.34. Виконайте рисунок 2.34 і побудуйте точку перетину 
прямої KF з площиною (ADC).

2.35. Виконайте рисунок 2.35 і побудуйте точку перетину 
прямої EF з площиною (ABC).

2.36. Виконайте рисунок 2.36 і побудуйте точку перетину 
прямої PQ з площиною (ABC).

Рис. 2.34  Рис. 2.35  Рис. 2.36

2.37. У трикутній піраміді ABCD точ-
ка М належить ребру ВС (рис. 2.37). По-
будуйте лінію перетину площин (AMD) і 
(CDB).

2.38. У кубі ABCDA1B1C1D1 укажіть лі-
нію перетину площин (ABB1) і (ВСС1).

2.39. Побудуйте переріз трикутної піра-
міди ABCD площиною, що проходить через 
ребро DC і точку перетину медіан грані ABC. Рис. 2.37
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2.40. Побудуйте переріз куба ABCDA1B1C1D1 площиною, що 
проходить через ребро АВ і точку перетину діагоналей грані 
A1B1C1D1.

2.41. Побудуйте переріз прямокутного паралелепіпеда пло-
щиною, що проходить через кінці трьох ребер, які виходять з 
однієї вершини. 

2.42. Побудуйте переріз куба ABCDA1B1C1D1 площиною, що 
проходить через діагональ AD1 грані AA1D1D і вершину В.

2.43. Побудуйте переріз куба ABCDA1B1C1D1 площиною, 
що проходить через діагональ AD1 грані AA1D1D і середину реб-
ра BB1.

2.44. Побудуйте переріз куба ABCDA1B1C1D1 площиною, що 
проходить через вершину В1 і дві точки M і N, які лежать на реб-
рах AA1 і CC1. Розгляньте різні випадки розміщення точок M і N.

2.45. Побудуйте переріз трикутної піраміди ABCD площи-
ною, що проходить через три точки K, S і P (K  AD, S AC, 
P  (ADB)). 

2.1. Чому для розмітки котловану під невелику будівлю 
користуються натягнутим шнуром?

Вказівка. Перетином двох площин є пряма.
2.2. Під час формування цеглини (або будівельного блока) 

по паралельних краях форми, наповненої відповідною ма-
сою, ковзає прямолінійний брусок. Чому при цьому грань 
цеглини (блока), що розрівнюється, стає плоскою?

2.3. Столяр перевіряє, чи лежать кінці чотирьох ніжок 
стільця в одній площині, прикріпивши до кінців ніжок нав-
хрест дві нитки. На чому ґрунтується така перевірка?

Вказівка. Дві прямі, що перетинаються, визначають пло-
щину і до того ж тільки одну.

2.4. Як тесля відпилює частину від дерев’яного бруска, 
щоб зріз був плоским?

Відповідь. На двох суміжних гранях бруска креслить від-
різки, наприклад АВ і АС. Потім відпилює так, щоб полотно 
пилки йшло по цих відрізках. Оскільки пилка буде рухати-
ся по двох відрізках (частинах прямих), які перетинаються, 
то зріз буде плоским. 

2.5. Штативи для багатьох інструментів (фотоапарата, 
геодезичних приладів – нівеліра, теодоліта та ін.) виготов-
лено у вигляді триноги. Чому підставка з такою кількістю 
ніжок є стійкою?

Вказівка. Через три точки, що не лежать на одній пря-
мій, проходить лише одна площина. 
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2.6. Тесля виявляє недоліки в обробці дерев’яного бруска 
або дошки, дивлячись уздовж обробленої поверхні. На чому 
ґрунтується така перевірка?

Вказівка. Якщо дві точки прямої належать площині, то і 
вся пряма належить площині.

2.7. Чому стілець з трьома ніжками, розміщеними по 
колу, завжди стоїть на підлозі стійко, а з чотирма – не 
завжди?

Вказівка. Три точки, що не лежать на одній прямій, ви-
значають площину і до того ж тільки одну.

2.8. Чому мотоцикл з коляскою стоїть на дорозі стійко, а 
для мотоцикла без коляски потрібна додаткова опора?

Вказівка. Три точки, що не лежать на одній прямій, ви-
значають площину і до того ж тільки одну.

2.9. Чому незамкнені двері відчиняються, а замкнені – 
нерухомі? 

Вказівка. Через пряму і точку поза нею можна провести 
площину і лише одну.

2.10. Скільки приблизно цеглин потрібно для будівництва 
18 стовпців висотою 4 м з перерізом у вигляді квадрата зі сторо-
ною 7 дм? Розмір цеглини 11,53 дм. Втрати становлять 5 %.

 Відповідь. 8200 цеглин.

Фалес (бл. 624–548 до н. е.)
Від часів греків говорити «математика» – 
означає говорити «доведення». А початок 
цьому поклав Фалес.

Е. Куртіус

Фалес Мілетський – давньогрецький фі-
лософ, математик, астроном, засновник 
іонійської школи натурфілософії, купець 
і політичний діяч. Походив зі знатного фі-
нікійського роду. У своєму житті та твор-
чості поєднував питання практики з тео-
ретичними проблемами, що стосувалися 
проблем Всесвіту. Він багато подорожував, 
зокрема у молодості відвідав Єгипет, де в 
школах Мемфіса і Фів вивчав різні науки. 
Повернувшись на батьківщину, заснував у 
Мілеті філософську школу. Усі свої натур-
філософські пізнання Фалес використову-

вав для створення завершеного філософського вчення. Так, він 
вважав, що все існуюче породжене водою. Вода – це джерело, з 
якого все постійно виникає. При цьому вода й усе, що з неї ви-
никло, не є мертвими, вони одушевлені. 
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Фалес також має великі заслуги у створенні наукової мате-
матики. У Фалеса вперше в історії математики зустрічаються 
доведення теорем. Якщо єгипетських землемірів задовольняла 
відповідь на питання «як?», то Фалес, мабуть, першим у світі 
поставив запитання «чому?» і успішно відповів на нього. Нині 
відомо, що багато математичних правил були відкриті набагато 
раніше, ніж у Стародавній Греції. Але усі – дослідним шляхом. 
Строго логічне доведення правильності тверджень на підставі 
загальних положень, прийнятих за достовірні істини, було ви-
найдено греками. Характерна і зовсім нова риса грецької мате-
матики полягає в поступовому переході від одного твердження 
до іншого за допомогою доведення. Саме такий характер мате-
матиці надав Фалес. І навіть сьогодні, приступаючи до доведен-
ня, наприклад теореми про властивості ромба, ми, по суті, мір-
куємо майже так само, як це робили учні Фалеса.

Вважається, що Фалес першим познайомив греків з геоме-
трією. Йому приписують відкриття і доведення ряду теорем: 
про поділ кола діаметром навпіл; про те, що кут, вписаний у 
півколо, є прямим; про рівність кутів при основі рівнобедреного 
трикутника; про рівність вертикальних кутів; про пропорцій-
ність відрізків, утворених на прямих, що перетинаються кіль-
кома паралельними прямими. Фалес установив, що трикутник 
повністю визначається стороною і прилеглими до неї кутами.

Фалес відкрив цікавий спосіб визначення відстані від бере-
га до видимого корабля. Деякі історики стверджують, що для 
цього він використав ознаку подібності прямокутних трикут-
ників. Фалесу приписують також спосіб визначення висот різ-
них предметів, зокрема пірамід, за довжиною тіні, коли сонце 
піднімається над горизонтом на 45.

Усі ці досягнення принесли Фалесу славу першого мудреця 
серед знаменитих «семи мудреців» давності.

Піфагор (бл. 580–500 до н. е.)
Усе – число. 

Головний принцип Піфагора

Піфагор народився на острові Самос 
у сім’ї багатого ювеліра. За багатьма ан-
тичними свідченнями, новонароджений 
хлопчик був казково красивий, а незаба-
ром виявив і свої неабиякі здібності. 

Піфагор уважно слухав у Мілеті лекції 
Фалеса і його учня Анаксимандра – видат-

ного філософа, географа та астронома. Багато важливих знань 
здобув Піфагор за час свого перебування в мілетській школі. Та 
все ж Фалес порекомендував йому продовжити освіту в Єгипті.
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Протягом 22 років Піфагор проходив навчання в храмах 
Мемфіса, де він ґрунтовно вивчив математику, «науку чисел 
або всесвітніх принципів». З Мемфіса Піфагор разом з єгипет-
ськими жерцями потрапив у Вавилон, де провів ще 12 років. 
Тут він, крім математики, астрономії, теорії музики, мав мож-
ливість вивчати релігії та культи, проникнути в містерію дав-
ньої магії. Деякі історики вважають, що Піфагор ще певний 
час перебував і в Індії.

Близько 530 р. до н. е. Піфагор з накопиченими знаннями 
та здобутим досвідом нарешті повернувся на батьківщину. 
У Кротоні він заснував своєрідне релігійно-етичне братство, 
або таємний чернечий орден («піфагорійський союз»), члени 
якого зобов’язувалися вести так званий піфагорійський спосіб 
життя. Це був одночасно і релігійний союз, і політичний клуб, 
і наукове товариство. Розпізнавальним знаком членів цього 
братства була п’ятикутна зірка — пентаграма, яку вони на-
зивали символом здоров’я. І якщо хтось із членів братства по-
трапляв у біду, то лише цього знаку вистачало, щоб йому при-
йшли на допомогу інші піфагорійці.

Вважають, що Піфагор дав перше доведення теореми, що 
носить його ім’я (сама теорема була відома набагато раніше). 
За легендою, Піфагор на честь цього відкриття приніс у жерт-
ву бика (дехто, правда, вважає, що бик став жертвою відкрит-
тя прямокутного трикутника зі сторонами 3, 4, 5). Причина 
величезної популярності теореми Піфагора триєдина: просто-
та – краса – значущість. Існує кілька сотень різних доведень 
цієї теореми (геометричні, алгебраїчні, механічні та ін.).

До числа математичних наук піфагорійці відносили ариф-
метику, геометрію, астрономію і музику. Вони встановили, що 
висота звучання струни залежить від її довжини, тобто знову 
від числа, і створили першу математичну теорію музики. Від-
криття того факту, що сторона і діагональ квадрата несумірні, 
стало великою заслугою піфагорійців. При цьому вперше було 
застосовано метод доведення від супротивного. Це відкриття 
привело до першої кризи в основах математики, подолання 
якої у подальшому (Евдокс та ін.) пов’язане з розширенням по-
няття числа (створення теорії ірраціональних чисел).

Піфагору приписують також теорему про суму внутрішніх 
кутів трикутника і задачу про покриття площини правильни-
ми однойменними многокутниками (можливі лише три варіан-
ти: трикутниками, квадратами і шестикутниками). Є відомос-
ті, що Піфагор побудував «космічні» фігури, тобто правильні 
многогранники (так звані тіла Платона). Але найбільш імовір-
но, що піфагорійці знали лише три з них: куб, тетраедр і доде-
каедр. А октаедр та ікосаедр, імовірно, були вперше відкриті 
Теететом.
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Школа Піфагора багато зробила для того щоб геометрія ста-
ла наукою. Основною особливістю піфагорійського методу було 
об’єднання геометрії з арифметикою, за допомогою чого було 
знай дено спосіб розв’язування задач, які тепер зводяться до 
квад ратних рівнянь, а також геометрично доведено деякі чис-
лові рівності. Піфагор багато займався пропорціями та прогре-
сіями і, ймовірно, подібністю фігур. Арифметика як практика 
обчислень не цікавила Піфагора, і він з гордістю заявляв, що 
«поставив арифметику вище за інтереси торгівця».

У подальшому ідеї Піфагора розвивали, крім античних уче-
них, видатні дослідники нового часу: Коперник і Кеплер, Дюрер 
і Леонардо да Вінчі, Еддінгтон і багато інших з тих, хто знайшов 
у науково-філософському спадку мислителя необхідне підґрунтя 
для встановлення закономірностей світобудови.

Іменем Піфагора названо кратер на видимій стороні Місяця, а 
також багато наукових премій і вулиць у різних містах світу.

1. Яка структура шкільного курсу геометрії?
2. Як будується геометрія як наука?
3. Яка різниця між планіметрією і стереометрією?
4. Які геометричні фігури є основними у стереометрії?
5. Яке твердження називають аксіомою?
6. Які геометричні поняття називають означуваними, а які – 

неозначуваними?
7. Якими аксіомами доповнено стереометрію?
8. Як визначають єдину площину?
9. Які наслідки з аксіом стереометрії ви знаєте?

10. Яке твердження називають теоремою?
11. Які способи доведення теореми ви знаєте?
12. Яку кількість площин можна провести через три точки?
13. Як перевірити, чи належить пряма площині?
14. Який відрізок перетинатиме площину?
15. Що називають перерізом фігури площиною?
16. Які фігури є плоскими, а які – неплоскими?
17. Як визначити пряму перетину площин?
18. Як побудувати переріз методом слідів?
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 Частина 1
Завдання 1–16 мають варіанти відповідей, з яких правиль-

на тільки ОДНА або конкретна кількість. Виберіть правильну 
відповідь.

1. Укажіть текстові твердження до скороченого запису 
«М».

А) Точка М належить прямій ;
Б) точка М належить площині ;
В) точка М лежить на прямій ;
Г) пряма проходить через точку М;
Д) площина проходить через точку М.
2. Виберіть твердження, яке інтерпретує зображений рису-

нок 2.38.
А) m , F  m, Q m;
Б) m , F  m, Q m;
В) m , F  m, Q m;
Г) m , F  m, Q m;
Д) m , F  m, Q m.
3. Відомо, що P, Q, S – спільні 

точки для двох площин  і . Ука-
жіть два правильні твердження.

А) Площини перетинаються по прямій а, причому P  а, 
Q  а, S а;

Б) площини перетинаються по прямій а, причому P  а, 
Q  , S ;

В) площини не перетинаються по прямій а, причому P а і 
P  , Q а і Q , S а і S ;

Г) площини не перетинаються по прямій а, причому P а, 
Q а, S а і � ;

Д) площини перетинаються по прямій а, причому � P, 
� Q, � S.

4. Відомо, що точки X1, X2, X3 лежать на одній прямій х. 
Виберіть правильно зроблений висновок.

А) Через х проходить не більше трьох площин;
Б) через х проходить одна або дві площини;
В) через х проходить безліч площин;
Г) через х проходить дві площини;
Д) через х не проходить жодної площини.
5. Відомо, що прямі a, b і с не мають спільної точки, однак 

попарно перетинаються. Укажіть правильне твердження.

Рис. 2.38
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А) Прямі a, b і с лежать у двох різних площинах; 
Б) прямі a, b і с лежать у трьох різних площинах;
В) прямі a, b і с належать безлічі площин;
Г) прямі a, b і с не можуть лежати в жодній існуючій площині;
Д) прямі a, b і с належать лише одній площині.

6. У чотирикутнику ABCD деякі вершини лежать у площи-
ні . Укажіть твердження, з яких випливає належність усіх 
вершин чотирикутника ABCD даній площині.

1) A , C , M AC і M ; 4) B , C , D ;
2) A , B , K BC і K ; 5) C , D , A .
3) B , D , Q BD і Q ;

А) 1, 2 і 4; Б) 2, 4 і 5; В) 3, 4 і 5; Г) 1, 3 і 5; Д) 2, 3 і 4.

7. У �ABC проведено середню лінію MN (M AB, N BC), 
на якій лежить точка Q. Визначте правильні твердження щодо 
розміщення точки Q.

1) Q MB; 4) Q (AMB); 7) Q (CBM);
2) Q MN; 5) Q AC; 8) Q (ACN).
3) Q (MBN); 6) Q (BNC);

А) 1, 3, 5 і 6; В) 3, 4, 7 і 8; Д) 2, 3, 7 і 8.
Б) 2, 3, 5 і 6; Г) 4, 5, 6 і 7;

8. Ідентифікуйте до кожного перетину площин пряму їхньо-
го перетину, користуючись зображенням куба (рис. 2.39).

А) (A1D1B1) � (BB1D); 1) A1C1; А

Б) (A1B1C1) � (BB1C); 2) C1D1; Б

В) (BCA1) � (ADD1); 3) B1C1; В

Г) (A1C1B1) � (CC1D); 4) B1D1; Г

Д) (B1C1D1) � (AA1C). 5) A1D1. Д

9. У трапеції ABCD (BC � AD) проведено середню лінію MN 
(M  AB, N  CD). Укажіть, за якими з умов (А–Д) можна зро-
бити висновок, що трапеція ABCD лежить у даній площині .

А) AC �BDO; Г) CD  і N ;
Б) MN ; Д) AB  і M .
В) MN  і A ;

10. Куб ABCDA1B1C1D1 перерізали площиною, що прохо-
дить через середини трьох ребер, що виходять з вершини А. Ви-
значте вид фігури перерізу.

А) Тупокутний трикутник;      В) рівносторонній трикутник;
Б) прямокутний трикутник;   Г) різносторонній трикутник.
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Рис. 2.39 Рис. 2.40

11. Виберіть площини, які буде перетинати пряма RS 
(рис. 2.40).

1) (ABA1); 2) (DD1A); 3) (DD1C1); 4) (BDD1); 5) (A1B1C1).

А) 1, 2 і 4; Б) 2, 4 і 5; В) 3, 4 і 5; Г) 1, 3 і 5; Д) 2, 3 і 4.

12. Виберіть серед рисунків 2.41 такий, на якому зображе-
но переріз, утворений площиною, що проходить через середини 
двох суміжних сторін однієї грані та вершину, сусідню до точки 
перетину ребер, на яких вибрано середини. 

Рис. 2.41

13. Визначте два правильні твердження. 
А) Якщо коло має з площиною дві спільні точки, то всі точки 

цього кола лежать на цій площині;
Б) якщо дві точки – кінці діаметра кола – лежать на площині, 

то всі точки кола належать цій площині;
В) якщо дві довільні точки кола, що не утворюють діаметр, 

лежать на площині, то всі точки кола належать цій пло-
щині;

Г) якщо хорда кола і точка кола, що не лежить на ній, нале-
жать одній площині, то всі точки кола лежать на цій пло-
щині;

Д) якщо дві хорди кола належать деякій площині, то всі точ-
ки кола лежать на цій площині.

14. Відомо, три точки у просторі розміщені так, що через 
них можна провести не менше 100 різних площин. Визначте 
правильне доповнення цього твердження.

А) Ці точки лежать в одній площині; 
Б) ці точки лежать на одній прямій; 
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В) ці точки не лежать на одній прямій;
Г) ці точки лежать в одній площині, але на одній прямій;
Д) ці точки лежать в одній площині, але не на одній прямій.
15. Відомо, що чотири точки A, B, C і D не лежать в одній 

площині. Укажіть пряму перетину (1–6) кожної пари площин, 
заданих умовами (А–Е).

А) (ABC) і (ABD); 1) АС; А
Б) (ACD) і (ABC); 2) АВ; Б
В) (BCD) і (ABC); 3) AD; В
Г) (ACD) і (BCD); 4) BD; Г
Д) (BDC) і (ADB); 5) BC; Д
E) (ABD) і (ACD). 6) CD. Е

16. На ребрах АА1 і СС1 прямокутного паралелепіпеда позна-
чено точки Р і Q. Визначте прямі, які перетинатиме пряма PQ.

А) AD і B1C1; В) CD і A1B1; Д) BD і B1D1.
Б) AB і C1D1; Г) AC і A1C1; 

 Частина 2
Розв’яжіть завдання 17–28 з коротким записом ходу мірку-

вань. 
17. Пряма а перетинає дві сторони �ABC. Визначте, чи може 

пряма а перетинати третю сторону трикутника.
18. Три прямі, які проходять через точку Т, перетинають 

четверту пряму в точках P, Q і R. Визначте розміщення точок 
T, P, Q і R. 

19. Діагоналі ромба PLST перетинаються в точці Q. Відомо, 
що вершини ромба P і L належать деякій площині . Визначте, 
чи належатимуть цій площині точки S і T. (Відповідь запишіть у 
формі «так» чи «ні».)

20. Визначте розміщення чотирьох точок M, N, B і С, коли 
відомо, що прямі АВ і АС перетинаються з деякою прямою l 
у точках M і N відповідно.

21. Дві вершини трикутника і точка перетину медіан лежать 
в одній площині . Визначте, чи буде лежати в цій площині 
точка перетину висот трикутника.

22. Дано чотири точки Х1, Х2, Х3 і Х4, що не лежать на одній 
прямій. Запишіть усі можливі площини, які проходять через 
кожні три з них.

23. Визначте максимальну кількість площин, які можна 
провести через чотири точки, якщо жодні три з них не лежать 
на одній прямій.

24. Виконайте рисунки до всіх випадків розміщення деякої 
прямої а і точок В і С, що не лежать на ній.
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25. Побудуйте переріз площиною, що проходить через точ-
ки M, N, K (рис. 2.42).

26. Побудуйте переріз площиною, що проходить через точ-
ки S, P, R (рис. 2.43).

27. Побудуйте переріз площиною, що проходить через точ-
ки H, V, W (рис. 2.44).

Рис. 2.42 Рис. 2.43 Рис. 2.44 Рис. 2.45

28. Побудуйте переріз площиною, що проходить через точ-
ки E, F, Q (рис. 2.45).

 Частина 3
Розв’яжіть завдання 29–32 з повним обґрунтуванням. 
29. Відомо, що дві прямі перетинаються в точці О. Доведіть, 

що всі прямі, які не проходять через точку О, але перетинають 
обидві задані прямі, лежать в одній площині.

30. Доведіть, що коли десять прямих проходять через одну 
точку і перетинають одинадцяту пряму в інших точках, від-
мінних від указаної, то всі одинадцять прямих лежать в одній 
площині.

31. Побудуйте переріз трикутної піраміди KLMN пло-
щи ною, яка проходить через точки P, R і S, якщо P  LK, 
R  KN, S  ML.

32. Побудуйте переріз прямокутного паралелепіпеда 
PRSTP1R1S1T1 площиною, яка проходить через точки А, В і С, 
якщо А  PT, B  RR1, а точка С  (P1R1S1T1).
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§ 3.1. Взаємне розміщення прямих 
у просторі

Якщо розглядати дві прямі на площині, то вони або не пе-
ретинаються, або перетинаються лише в одній точці. Ті прямі, 
які не перетинаються і лежать в одній площині, називають па-
ралельними. А ті, які перетинаються, – мають окрему назву 
лише в одному випадку, коли перетинаються під прямим ку-
том. Такі прямі називаються перпендикулярними.

Чи існують у просторі прямі, які перетинаються і які не пе-
ретинаються? Відповідь на це запитання дають образи навко-
лишнього світу. Чи мають такі прямі свою назву та як їх роз-
різняти – ви дізнаєтесь у цьому параграфі.

За аксіомою стереометрії: якщо дві прямі перетинаються, 
то через них можна провести єдину площину. Це означає, що 
будь-які дві прямі, які перетинаються, визначають площину, а 
площини, у свою чергу, – простір.

Отже, у просторі прямі, розміщені в одній площині, можуть 
перетинатися або бути паралельними. За аксіомою паралель-
них прямих, через точку поза прямою можна провести єдину 
пряму, паралельну даній. За наслідком з аксіоми стереометрії: 
через пряму і точку поза нею можна провести єдину площину. 
Тому знову ж таки виходить, що дві паралельні прямі задають 
площину.

Дві прямі у просторі називаються паралельними, якщо 
вони лежать в одній площині і не перетинаються.

Якщо дві довільні прямі a і b простору паралельні, то вико-
ристовують символ «�» і записують «а � b» (читають: «пряма a 
паралельна прямій b», або «прямі a і b – паралельні»). Відріз-
ки, що лежать на паралельних прямих, також називаються па-
ралельними.

Розглянемо модель куба, виготовленого з «дротяних від-
різків», які лежать на відповідних прямих. Серед прямих, на 
яких лежать ребра куба, є такі, що не перетинаються і лежать 
в одній площині (AB і CD, A1B1 і C1D1, A1D1 і BC і т. д.), тоб-
то – паралельні, однак є й такі, що не перетинаються і не є па-

ралельними (AA1 і CD, BB1 і AD, A1B і C1D 
і т. д.). Такі прямі називаються мимобіж-
ними. 

Дві прямі простору, які не перетинають-
ся і не паралельні, називаються мимобіж-
ними.

Зрозуміло, що дві мимобіжні прямі не 
можуть лежати в одній площині. Тому ще 
кажуть, що дві прямі мимобіжні, якщо їх Рис. 3.1
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не можна помістити в одну площину. Для позначення мимо-
біжних прямих використовують символ «∸». Наприклад a ∸ b 
(читають: «прямі a і b – мимобіжні» або «пряма a мимобіжна 
з прямою b»). Окремим випадком розміщення прямих є їх на-
кладання – прямі збігаються.

Отже, розміщення двох прямих у просторі може бути 
таким:

1) прямі перетинаються, якщо вони мають тільки одну 
спільну точку;

2) прямі паралельні, якщо вони не перетинаються і лежать 
в одній площині;

3) прямі мимобіжні, якщо вони не перетинаються і не пара-
лельні;

4) прямі збігаються, якщо вони мають принаймні дві спіль-
ні точки.

Розглянемо властивості, якими володіють паралельні прямі 
у просторі.

Т е о р е м а  1. 
Через будь-яку точку простору, яка не лежить на да-

ній прямій, можна провести пряму, паралельну даній, 
і до того ж тільки одну.

Доведення. Нехай a довільна пряма простору, A – 
точка, що не належить їй (рис. 3.2). Через пряму a і 
точку A можна провести площину. Нехай це буде пло-
щина . На площині  лежить пряма і точка поза нею. 
Через цю точку можна провести пряму, паралельну 

даній. Нехай пряма b � a і A  b. До-
ведемо, що пряма b єдина. Припусти-
мо, що існує інша пряма b1, яка не 
збігається з прямою b, паралельна 
прямій a і проходить через точку A. 
Оскільки a � b1, то, за означенням, 
вони лежать в одній площині, напри-
клад . 

Отже,  і  мають спільну пряму a 
та точку A, а тому збігаються. У площині  через точку 
A проходять дві прямі b1 і b, паралельні прямій а, що 
суперечить аксіомі паралельності. Одержали проти-
річчя, яке доводить єдиність прямої b, що й вимагало-
ся довести. Теорему доведено.

Рис. 3.2
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Т е о р е м а  2  (ознака паралельності прямих).
Якщо дві прямі паралельні третій прямій, то вони 

паралельні між собою. 

Доведення. Нехай прямі a і b паралельні прямій с 
(рис. 3.3). Доведемо, що прямі a і b паралельні. Випа-
док, коли прямі а, b, с лежать в одній площині, було 
розглянуто в планіметрії. Цю властивість ще назива-
ють ознакою паралельності прямих. Тому вважатиме-
мо, що ці прямі не лежать в одній площині, і доведемо, 
що така ознака має місце і в просторі. 

Рис. 3.3

За умовою b � c, а тому ці прямі лежать в одній пло-
щині, нехай це буде площина . Аналогічно a � c, тому 
ці прямі лежатимуть у деякій іншій площині – пло-
щині . Виберемо на прямій b точку B. Через пряму 
a і точку B проведемо площину , яка перетне площи-
ну  по деякій прямій b1 ( і  мають спільну точку B). 
Оскільки через точку B у площині  вже проходить 
пряма b � c, то b1 � c, тобто b1 перетинатиме с у деякій 
точці K. K  c, а значить K   і K  . Але K  b1, тому 
K  .

Тобто точка K належить трьом площинам ,  і . 
Але всі точки, спільні для площин  і , лежать на 
прямій а. Тому пряма a проходить через точку K, що 
суперечить умові a � c. Отже, b1 не перетинає пряму с, 
тобто b1 паралельна с. Але в площині  через точку B 
проходить тільки одна пряма, паралельна прямій с. 

Тому прямі b1 та b збігаються. Оскільки пряма b1 
не перетинає площину , то пряма b1 не перетинати-
ме прямої a і належить площині . Отже, b1 � a, тобто 
b � a, що й вимагалося довести. Теорему доведено.
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Властивість мимобіжних прямих виражає ознака: якщо 
одна із двох прямих лежить у деякій площині, а друга пряма 
перетинає цю площину в точці, яка не лежить на першій пря-
мій, то ці прямі мимобіжні (пропонуємо довести самостійно). 

3.1.  Відомо, що прямі a і b лежать на одній площині. Ука-
жіть можливі взаємні розміщення цих прямих.

А) a і b перетинаються; Г) a і b не паралельні;
Б) a і b не перетинаються; Д) a і b мимобіжні.
В) a і b паралельні;

3.2.  Дві прямі k і l паралельні прямій х. Укажіть взаємне 
розміщення прямих k і l.

А) Мимобіжні; Б) паралельні; В) перетинаються.

3.3.  На рисунку 3.4 зображено дві площини  і , які пере-
тинаються по прямій b. Укажіть взаємне розміщення прямих a 
і c, коли відомо, що a � b, c � b.

А) Паралельні; Б) мимобіжні; В) перетинаються.

3.4.  Точка M не лежить на площині трикутника ABC 
(рис. 3.5). Доберіть мимобіжні до прямих (А–В) серед (1–3).

А) MA; 1) AB; А
Б) MC; 2) AC; Б
В) MB. 3) BC. В

Рис. 3.4 Рис. 3.5 Рис. 3.6
3.5. Пряма PQ, що не лежить на площині прямокутника 

ABCD, паралельна BC (рис. 3.6). Дайте назву кожній парі пря-
мих.

А) PQ і AB; 1) Мимобіжні; А
Б) PQ і CD; 2) паралельні; Б
В) PQ і AD. 3) перетинаються. В
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3.6.  Точка M знаходиться поза площиною трикутника ABC 
(рис. 3.7). На серединах відрізків MA, MC і MB позначено точ-
ки K, F і Р відповідно. Виберіть три пари паралельних прямих. 

1) KP; 3) KF; 5) PM; 7) AB; 9) AC.
2) PF; 4) KM; 6) FM; 8) BC;
A) 1 і 6; В) 2 і 4; Д) 3 і 9; Є) 5 і 8;
Б) 1 і 7; Г) 2 і 8; Е) 3 і 5; Ж) 4 і 9.

3.7.  Прямі m і n перетинаються, а пряма d паралельна пря-
мій n. Укажіть можливе взаємне розміщення прямої m по від-
ношенню до d. 

А) Паралельні; Б) перетинаються; В) мимобіжні.

Рис. 3.7 Рис. 3.8

3.8. На рисунку 3.8 зображено куб ABCDA1B1C1D1. Вибе-
ріть таке взаємне розміщення прямих у просторі (А–В), яке б 
відповідало чотирьом із п’яти заданих пар прямих (1–5), і таке, 
яке не підходить жодній парі прямих.

А) Паралельні; 1) D1D і B1C; А
Б) мимобіжні; 2) B1C1 і D1C; Б
В) перетинаються. 3) A1B і D1C; В

4) AD і D1B1;
5) CD і BC1.

3.9.  Два паралелограми ABCD і ABKZ належать різним 
площинам. Укажіть паралельні прямі.

А) DA і KB; В) CD і KZ; Д) CB і KB.
Б) BC і AZ; Г) DA і ZA;

3.10. Визначте геометричну фігуру, яку утворюють усі від-
різки, що сполучають будь-які точки двох ребер прямокутного 
паралелепіпеда, які лежать на мимобіжних прямих.

А) Трикутник; В) площина; Д) відрізок.
Б) чотирикутник; Г) трикутна піраміда;
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3.11. Доведіть, що через пряму можна провести дві різні 
площини.

3.12. Дано чотири точки, що не лежать в одній площині. 
Скільки можна провести різних площин, які проходять через 
три з цих точок?

3.13. Точки A, B, C лежать у кожній з двох різних площин. 
Доведіть, що ці точки лежать на одній прямій.

3.14. Дано дві площини, які перетинаються по прямій а, і 
пряму b, яка лежить в одній з цих площин і перетинає другу. 
Доведіть, що прямі a і b перетинаються.

3.15. Дано три різні площини, які попарно перетинаються. 
Доведіть, що коли дві з прямих перетину цих площин перетина-
ються, то третя пряма проходить через точку їхнього перетину.

3.16. Доведіть, що коли діагоналі чотирикутника перетина-
ються, то його вершини лежать в одній площині.

3.17. Трикутник MNZ і паралелограм MNPS не належать 
одній площині. Точки Q і R – відповідно середини сторін MZ 
і NZ. Доведіть паралельність прямих QR і PS.

3.18. Паралелограм ABCD і трапеція MBCN (BC – основа 
трапеції) не належать одній площині. Доведіть паралельність 
прямих MN і AD. 

3.19. Трапеції ABCD і PZCD (CD – спільна основа трапецій) 
не належать одній площині. Точки Q і R – середини відрізків 
CB і DA, а точки M і N – середини відрізків DP і CZ відпо від но. 
Доведіть паралельність прямих MN і QR.

3.20. Точки K, Z, M, N є серединами відрізків SA, AC, BC, 
SB трикутної піраміди SABC. Знайдіть периметр чотирикутни-
ка KZMN, якщо бічні ребра дорівнюють b, а сторони основи – a.

3.21. Чотири точки простору A, B, C, D не належать одній 
площині. Точки M, N, K, Z – середини відповідних відрізків 
AD, BD, BC, AC, причому CD  AB. Доведіть перпендикуляр-
ність прямих MK і NZ.

§ 3.2. Взаємне розміщення прямої 
і площини у просторі

Пряма є підмножиною точок площини. Вона складається 
з безлічі точок. Такі міркування приводять до того, що пряма 
і площина можуть мати безліч спільних точок, одну або жод-
ної спільної точки. Випадки, коли пряма належить площині і 
коли пряма перетинає площину, нам знайомі (рис. 3.9). Інші 
випадки розміщення прямої і площини розглядатимемо в на-
ступних параграфах.
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       m         l �   Q

Рис. 3.9

Т е о р е м а  3.
Якщо одна з двох па ралель них прямих перетинає 

площину, то й друга пряма також перетинає цю пло-
щину. 

Доведення. Нехай дано паралельні прямі а і b, одна 
з них – а, перетинає площину  у точці А (рис. 3.10). 
Доведемо, що друга пряма b також перетинає площи-
ну , тобто має з нею спільну точку і до того ж тільки 
одну.

Позначимо  – площину, якій на-
лежать паралельні прямі а і b. Оскіль-
ки різні площини  і  мають спільну 
точку А, то, за аксіомою стереометрії, 
вони мають деяку спільну пряму с. На 
площині  одна з паралельних прямих 
а перетинає пряму с. Тому її пере-
тинає друга, паралельна їй, пряма b. 
Точка В є точкою перетину прямих b 

і с – спільною точкою прямої b і площини .
Припустимо, що пряма b має з площиною  ще 

якусь іншу спільну точку. Тоді, за наслідком з аксіом 
стереометрії, b належить . Оскільки пряма b нале-
жить і площині , то вона збігається з прямою с, яка 
є лінією перетину площин  і . З цього випливає, що 
пряма а одночасно і перетинає пряму b, і паралельна 
їй. Отримали суперечність, що й вимагалося довести. 
Теорему доведено.

Задача.

Відрізок АВ перетинає площину  в точці О. Через його кінці 
А, В і точку K, яка ділить відрізок у відношенні 5 : 2, рахуючи 
від точки А, проведено паралельні прямі, які перетинають пло-
щину відповідно в точках А1, В1, K1. Знайдіть довжину відрізка 
ВВ1, коли відомо, що АА1  45 см, KK1  10 см.

Рис. 3.10
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Розв’язання
Оскільки прямі АА1, ВВ1, KK1 паралельні і перетинають 

пряму АВ, то вони лежать в одній площині  (рис. 3.11). 
Точки А1, В1, K1 лежать на одній прямій – прямій перетину 
площини  із площиною . 

а б

Рис. 3.11

Проведемо у площині  через точку В1 пряму B1A2 � BА, 
де А2 – точка перетину цієї прямої з прямою АА1, а 
K2 – з прямою KK1. Оскільки чотирикутники ВВ1K2K і 
ВВ1А2А – паралелограми, то KK2  АА2  BB1. Позначимо 
довжину цих відрізків через х. 

Тоді А1А2  АА2 + АА1  x + 45, K1K2  KK2  KK1  x  
10 (взаємне розміщення точок K, K1, K2 може бути різне: 
рис. 3.11, а і рис. 3.11, б). З подібності трикутників В1K1K2 

та В1А1А2 маємо: . 

Отже, , звідси x  4 см або x  32 см.

Відповідь. 4 см або 32 см.

Зауважимо, що пряма перетинає площину, коли у неї з пло-
щиною одна спільна точка.

3.22. Виберіть правильне твердження.
А) Через точку простору, що не лежить на прямій, можна 

провести безліч прямих, які пара лельні даній;
Б) дві прямі, які паралельні третій, перетинаються в одній 

точці;
В) якщо дві точки прямої належать площині, то вона її пе-

ретинає;
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Г) через пряму і точку поза нею можна провести дві різні 
площини;

Д) через точку простору, що не лежить на площині, можна 
провести безліч прямих, які перетинатимуть цю площину.

3.23. Точки А і С належать площині , точки В і D належать 
площині . Укажіть чотири прямі, які перетинатимуть площи-
ну . 

А) АС; Б) CD; В) BD; Г) AB;  Д) BC; Е) AD.

 3.24. Відрізки АВ, АС, KB, KD перетинають площину . Ви-
беріть відрізки, які перетинатимуть площину . 

1) AK;  2) AD;  3) BD;  4) KC;  5) CD.
А) 1 і 3; Б) 2 і 4; В) 3 і 5; Г) 2 і 5; Д) 1 і 4.

3.25. Відомо, що прямі АВ, АС і АD, які лежать на одній пло-
щині, перетинають площину  в точках В1, С1, D1. Виберіть фі-
гуру, яку можна отримати, послідовно сполучивши точки В1, 
С1, D1.

А) Трикутник; Б) пряма; В) відрізок; Г) промінь.

3.26. Трикутник АВС перетинає площину  в точках В1 і С1 
(рис. 3.12). Знайдіть довжину відрізка В1С1, коли відомо, що 
AB1 : B1B  2 : 3, а BC  15 см, BC � B1C1.

А) 5 см; Б) 10 см; В) 7,5 см; Г) 6 см; Д) 9 см.

3.27. Через точку поза площиною проведено прямі ОА, ОВ, 
ОС, які перетинають площину  в точках А1, В1, С1 відповідно. 
Точки K, M, N – середини відрізків ОА1, ОВ1, ОС1 відповідно. 
Знайдіть відношення периметрів трикутників KMN і А1В1С1 
(рис. 3.13).

А) 1 : 3; Б) 2 : 3; В) 1 : 2; Г) 1 : 4; Д) 1 : 10.

Рис. 3.12 Рис. 3.13 Рис. 3.14

3.28. Через кінці відрізка АВ (рис. 3.14), який не перетинає 
площину , та його середину С проведено паралельні прямі, які 
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перетинають площину  в точках А1, В1, С1 відповідно. Знайдіть 
довжину відрізка СС1, якщо AA1  12 см, BB1  16 см.

А) 6 см; Б) 8 см; В) 12 см; Г) 14 см; Д) 20 см.

3.29. Дві вершини А і В трикутника 
АВС (рис. 3.15) належать площині , а 
С – не належить їй. Через точку D, що 
належить стороні АС, проведено пря-
му DD1 � BC. Знайдіть довжину відріз-
ка DD1, коли відомо, що AD1  4,5 см, 
D1B  1,5 см, BC  8 см.

А) 6 см; В) 2 см; Д) 4 см.
Б) 3,5 см; Г) 6,5 см;

3.30. Через кінці відрізка MN, який не перетинає площи-
ну , та його середину K проведено паралельні прямі, які пере-
тинають площину  в точках M1, N1, K1 відповідно. Знайдіть 
довжину відрізка MM1, якщо KK1  9 см, NN1  15 см.

А) 3 см; Б) 5 см; В) 8 см; Г) 6 см; Д) 4 см.

3.31. З точок P і Z площини  проведено поза нею паралель-
ні відрізки PK  6 см і ZM  9 см. Пряма MK перетинає площи-
ну  в точці О. Знайдіть відстань МО, якщо MK  6 см. 

А) 12 см; Б) 9 см; В) 15 см; Г) 18 см; Д) 10 см.
3.32. Сторона АВ трикутника АВС належить площині , а 

дві інші – не належать їй. Точка Х – довільна точка променя 
АС. Побудуйте точку перетину прямої XX1 � BC з площиною .

3.33. Бічна сторона АВ трапеції ABCD належить площині , 
а три інші сторони трапеції не належать їй. Побудуйте точ-
ку Х – точку перетину прямої, що містить другу бічну сторону 
трапеції, з площиною .

3.34. Знайдіть при зазначених вимогах задачі 3.33 довжину 
відрізка АХ, якщо AD : BC  2 : 3, AB  2 см.

3.35. Сторона AD прямокутника ABCD належить площи-
ні , а всі інші  ні. На стороні DC вибрали точку М так, що 
DM : MC  2 : 3. Побудуйте точку перетину прямої MX з площи-
ною , якщо MX � AC. 

3.36. Сторона TS прямокутника TPRS належить площи-
ні , а всі інші – ні. На стороні RS вибрали точку M так, що 
SM : MR  2 : 3 і провели пряму MN � TR, точка N належить 
площині . Знайдіть довжину відрізка TN, якщо TS  10 см.

3.37. Точка С ділить відрізок АВ у відношенні AC : CB  2 : 3. 
Паралельні прямі, які проходять через точки А, В, С, перетина-
ють деяку площину в точках А1, В1, С1. Знайдіть відношення 
A1B1 : A1C1.

Рис. 3.15
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3.38. Сторони АВ і ВС паралелограма ABCD перетинають 
площину . Доведіть, що прямі AD і DС також перетинають 
площину .

3.39. Трикутники АВС і ABD не лежать на одній площині. 
Доведіть, що будь-яка пряма, паралельна відрізку CD, перети-
нає площини даних трикутників.

§ 3.3. Паралельність прямої і площини

Розглянуті у параграфах 3.1 і 3.2 випадки не вичерпують 
усіх можливих розміщень прямої відносно площини. Залиши-
лося розглянути випадок, коли у прямої з площиною немає 
жодної спільної точки, тоді кажуть, що пряма паралельна пло-
щині. 

Пряма називається паралельною пло-
щині, якщо вона не має жодної спільної 
точки з нею.

Паралельність прямої і площини по-
значають символом �. Наприклад n �  
(рис. 3.16). Перевірити паралельність пря-
мої і площини можна, користуючись озна-
кою.

Т е о р е м а  4  (ознака паралельності прямої і пло-
щини). 

Якщо пряма, яка не належить площині, паралельна 
якій-небудь прямій цієї площини, то вона паралельна 
і самій площині.

Доведення. Нехай  – площина, m – пряма, яка їй 
не належить, m1 – пряма, яка належить , і m1 � m. 

Якщо m � m1 (рис. 3.17), то вони лежать в 
одній площині . Тоді m1 – пряма, всі точ-
ки якої спільні для площин  і . Нехай 
пряма m перетинає площину , тоді ця точ-
ка перетину є спільною точкою для площин 
 і , тобто належить прямій m1. Це озна-
чає, що прямі m і m1 перетинаються. Отри-
мали суперечність умові. Отже, пряма m 
не може мати з площиною  спільних то-

чок, тому паралельна їй, що й вимагалося довести. 
Теорему доведено.

Рис. 3.16

Рис. 3.17
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Відрізок називається паралельним площині, якщо він на-
лежить прямій, яка паралельна площині. Наприклад, у примі-
щенні, яке має форму прямокутного паралелепіпеда, стики стін 
зі стелею паралельні підлозі, і навпаки  стики стін з підлогою 
паралельні стелі і т. д. Аналогічно можна розглядати таке роз-
міщення на моделі прямокутного паралелепіпеда (рис. 3.18):

AA1 � (CC1D1D), DD1 � (BB1C1C),
BB1 � (A1ADD1), AA1 � (BB1C1C),
AD � (BB1C1C), AD1 � (BB1C1C) і т. д.

Наслідок 1. Якщо пряма паралельна площині, то через 
кожну точку цієї площини можна провести на ній пряму, па-
ралельну даній прямій.

Наприклад, на площині  міститься безліч прямих, яким 
паралельна пряма b (рис. 3.19).

Рис. 3.18 Рис. 3.19

Наслідок 2. Існує безліч прямих, які паралельні одній і тій 
самій площині. 

Наприклад, поза площиною  міститься безліч паралельних 
їй прямих, які можуть належати або не належати одній пло-
щині (рис. 3.20).

Наслідок 3. Якщо пряма паралельна кожній з площин, які пе-
ретинаються, то вона паралельна і прямій їхнього перетину.

Наприклад, на рисунку 3.21 зображено  �   l, m �  і 
m � . Висновок: m � l.

Рис. 3.20 Рис. 3.21
Отже, через точку А поза площиною  можна провести: 
– безліч прямих, паралельних площині , 
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– одну пряму b, паралельну прямій а площини , 
– безліч прямих, мимобіжних з прямою а площини .

Задача 1.

Доведіть, що всі прямі, які перетина-
ють одну з двох мимобіжних прямих 
і паралельні другій, лежать на одній 
площині.

Дано: прямі a, b  мимобіжні.
Довести, що всі прямі, які пере-
тинають b і паралельні а, лежать в 
одній площині.

Доведення Чому саме так?

Проведемо кілька до-
вільних прямих х1, х2, 
…, хk, які перетинають 
одну з двох мимобіж-
них, наприклад b, і па-
ралельні прямій а (рис. 
3.22). Оскільки х1 � а і 
х2 � а, то х1 � х2, тобто 
х1 і х2 належать деякій 
площині. Назвемо її . 
Звідси слідує, що пря-
мі х1, а, х2  . Анало-
гічно міркуючи, отри-
муємо, що прямі х3, х4, 
…, хk, … також належать 
площині . Отже, всі 
прямі х1, х2, х3, ... нале-
жать площині .

Мимобіжні прямі a і b не пере-
тинаються і не паралельні. Треба 
вибрати одну із них, з якою вико-
нуватимемо перетин, наприклад 
b. Тоді на прямій b вибираємо де-
яку точку, через яку проводимо 
пряму, паралельну прямій а (за 
аксіомою). Нехай це пряма х1. Це 
визначає єдину площину, нехай 
. На прямій вибираємо ще одну 
точку, через яку проводимо пря-
му х2 � а, причому х2 � b. Прихо-
димо до висновку: х1 � а і х2 � а, 
то х1 � х2, а це означає, що х2  . 
Такі міркування можна провести 
для будь-якої прямої, яка пере-
тинає пряму b і паралельна пря-
мій а.

Задача 2.

Площина  перетинає сторони АВ і АС три-
кутника АВС відповідно в точках В1 і С1, 
BC � (рис. 3.23). Знайдіть довжину сторони 
ВC трикутника АВС, якщо B1C1  6 см і 
CC1 : C1A  3 : 2.

Дано: �ABC, , BC � , AB �   B1, AC �   
 C1, CC1 : C1A  3 : 2, B1C1  6 см.

Знайти: BС.

Рис. 3.22

Рис. 3.23
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Розв’язання Чому саме так?

В1С1 – пряма перети-
ну (АВС) і . BC � , тому 
BC � В1С1, �AB1C1 � �ABC (за 
кутами).

СC1  3k, С1A  2k, тоді AС  
5k.

 

 
B1C1  6 см, 

2k  6, k  3, BC  5k  5  3  
 15 (см).

Відповідь. 15 см.

Площина трикутни-
ка ABC пере тинається з 
площиною  у двох точках 
В1 і С1, через які проходить 
єдина пряма В1С1 – пряма 
перетину площин. BC � , 
тому BC � x, x  . Однак 
через ВС і х проходить 
єдина площина (ВСС1В1). 
Отже, BC � B1C1. Далі 
використовуємо узагаль-
нену теорему Фалеса (про 
пропорційні відрізки) або 
подібність трикутників. 

3.40. Визначте, скільки прямих, паралельних площині, 
можна побудувати через точку поза цією площиною.

А) Одну; Б) дві; В) три; Г) безліч; Д) жодної.

3.41. Відомо, що пряма а паралельна площині . Виберіть 
правильні твердження.

А) Пряма а паралельна лише одній прямій площини ;
Б) пряма а мимобіжна з будь-якою прямою площини , 

окрім однієї;
В) на площині  існує безліч прямих, паралельних а, і без-

ліч мимобіжних з а прямих;
Г) на площині  існує лише одна пряма, паралельна а, що 

проходить через будь-яку точку площини;
Д) пряма а має на площині  безліч прямих, що проходять 

через одну точку, і лише одна з них паралельна їй, а всі інші – 
мимобіжні.

3.42. Визначте кількість площин, які можна провести через 
вершину С трикутника ABC паралельно АВ. 

А) Одну; В) жодної; Д) безліч.
Б) дві; Г) одну або жодної;
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3.43. Площина  перетинає сторони АВ і АС трикутника АВС 
відповідно в точках В1 і С1, AB1 : BB1  3 : 1, B1C1  12 см, BC � . 
Визначте сторону ВС трикутника АВС (рис. 3.24).

А) 15 см; Б) 16 см; В) 18 см; Г) 24 см; Д) 20 см.

Рис. 3.24 Рис. 3.25

3.44. Площина , що паралельна основі AD трапеції ABCD, 
перетинає її бічні сторони в точках M і N, які є їхніми середи-
нами. Знайдіть довжину відрізка MN, якщо AD  17 см, 
BC  9 см (рис. 3.25).

А) 16 см; Б) 12 см; В) 13 см; Г) 10 см; Д) 13,5 см.

3.45. Площина , яка паралельна основі рівнобічної тра-
пеції, перетинає сторони АВ і CD у точках М і N відповідно, 
AD  20 см, MN  16 см. Знайдіть периметр трапеції ABCD, 
якщо М – середина АВ і AB  8 см (рис. 3.25).

А) 44 см; Б) 40 см; В) 52 см; Г) 48 см; Д) 36 см.

3.46. Площини  і  перетинаються по прямій с. На площи-
ні  проведено пряму а, яка паралельна прямій с. Укажіть 
взаємне розміщення прямої а і площини .

А) Пряма а перетинає площину ; 
Б) пряма а належить площині ; 
В) пряма а паралельна площині .

3.47. Укажіть грані куба ABCDA1B1C1D1, 
яким паралельна пряма А1В1 (рис. 3.26).

1) AA1D1D; 3) ABCD; 5) B1C1D1A1;
2) BB1C1С; 4) DD1C1С; 6) AD D1A1.

А) 1 і 2; Б) 2 і 3; В) 3 і 4; Г) 4 і 5; Д) 5 і 6.

3.48. Дано трикутник PRT. Площина , паралельна пря-
мій PT, перетинає сторону PR у точці S, а сторону RT – у точ-
ці Q. Визначте довжину сторони PT трикутника PRT, якщо 
SR  7 см, SQ  3 см і SP  35 см (рис. 3.27).

А) 17 см; Б) 21 см; В) 18 см; Г) 22 см; Д) 30 см.

Рис. 3.26
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Рис. 3.27 Рис. 3.28

3.49. Відрізок АВ завдовжки 24 см перетинається площи-
ною  в точці О, яка ділить його у відношенні 3 : 5, починаю-
чи від точки А. Через кінці відрізка А і В проведено паралель-
ні прямі, які перетинають площину відповідно в точках С і 
D. Визначте суму довжин відрізків СО і АО, якщо OD  10 см 
(рис. 3.28).

А) 15 см; Б) 12 см; В) 18 см; Г) 21 см; Д) 16 см.

3.50. На рисунку 3.29 зображено відрізки. Відомо, що 
AA1 � CC1, AA1 � BB1, BB1  CC1. Доведіть, що B1C1  BC.

Рис. 3.29 Рис. 3.30

3.51. На рисунку 3.30 зображено два чотирикутники. Відо-
мо, що A1C1  AC та A1C1 � AC, B1A1  BA та B1A1 � BA. Доведіть, 
що CC1 � BB1.

3.52. Паралелограми ABCD і ABC1D1 належать різним площи-
нам. Доведіть, що чотирикутник CDD1C1 – теж паралелограм.

3.53. Дано ромб ABCD, в якому менша діагональ дорівнює 
його стороні. Площина, паралельна цій діагоналі, перетинає 
дві суміжні сторони ромба в точках M і N – серединах цих сто-
рін. Знайдіть периметр ромба, якщо MN  6 см.
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3.54. Дано трикутник MNK. Площина, яка паралельна пря-
мій MN, перетинає сторону MK в точці Q, а сторону NK – в точ-
ці Р. Знайдіть довжину відрізка KР, якщо QP  9 см, MN  13 см, 
PN  8 см.

3.55. Через один кінець О відрізка ОА проведено площину. 
Через другий кінець А і точку В цього відрізка проведено пара-
лельні прямі, які перетинають площину в точках А1 і В1. Знай-
діть довжину відрізка АА1, якщо:

1) BB1  12 см, OB : AB  3 : 2; 3) BB1  18 см, OA : OB  5 : 3;
2) OA  8 см, OB : BB1  4 : 5; 4) OB  a, AB  b, BB1  c.

3.56. Точка М не належить площині трапеції ABCD з осно-
вою AD. Доведіть, що пряма AD паралельна площині (BMC).

3.57. Доведіть, що площина , яка проходить через середи-
ни двох ребер основи тетраедра і вершину, що не належить його 
основі, паралельна третьому ребру основи тетраедра.

3.58. Відрізок АВ перетинає площину  в точці О. Через кін-
ці А і В відрізка проведено паралельні прямі, які перетинають 
площину в точках А1 і В1 відповідно. Знайдіть:

1) АА1, коли відомо, що OA : OB  4 : 5, BB1  15 см;
2) ОА1 і ОВ1, якщо АА1 : BB1  5 : 6, A1B1  22 см. 

3.1. Як розміщені осі залізничних вагонів між собою?
3.2. Як розміщені осі залізничних вагонів відносно ре-

йок?
3.3. Назвіть серед предметів, що вас оточують, моделі па-

ралельних і мимобіжних прямих.
3.4. Чому шухляди шаф або письмових столів іноді руха-

ються ривками, із зупинками?
Вказівка. Відрізки паралельних прямих, які містяться 

між двома іншими паралельними прямими, рівні.
3.5. Чому вставлений у насос поршень, як правило, руха-

ється без перешкод, плавно?
Вказівка. Відрізки паралельних прямих, які містяться 

між двома іншими паралельними прямими, рівні.
3.6. Треба перевірити, чи паралельні плінтуси підлоги 

коридору. Чи можна це зробити за допомогою вимірюваль-
ної стрічки, чи достатньо довгої палиці?

3.7. Спільна дотична двох конічних катків дорівнює 
100 мм і утворює з віссю обертання кожного конуса кути від-
повідно 30 і 60. Обчисліть радіуси основ конічних катків.

Відповідь. 50 мм;  87 мм.
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Евклід (бл. 365–300 до н. е.)
Якщо праця Евкліда не змогла запалити 
ваш юнацький ентузіазм,  ви не народжені 
бути теоретиком.

А. Ейнштейн

Відомостей про життя Евкліда майже 
не збереглося, залишилися лише 2–3 ле-
генди і найголовніше – основна його пра-
ця – видатні «Начала». Вони складаються 
з 13 книг, які містять основи планіметрії, 
стереометрії, арифметики. Головна особ-
ливість «Начал» у тому, що вони побу-
довані за єдиною логічною схемою, яка 
справедливо вва жається зразком дедук-
тивної сис теми. Невелике число основних 
положень приймається без дове дення, і 
на основі даної системи аксіом та інших 
достовірних істин Евклід із дивовижною 

стрункістю, ясністю і розмахом побудував свою величну будів-
лю, свою грандіозну геометрію.

Для сучасного математика книги «Начал» все ще мають 
надзвичайну чарівність, а їх логічна побудова вплинула на 
наукове мислення більше, ніж будь-який інший твір.

Наука має незначні відомості про життя і діяльність Евклі-
да. Прокл (V ст. н. е.), коментатор праць Евкліда, не зміг точ-
но вказати, де і коли на родився й помер Евклід. За Проклом, 
«цей учений муж» жив у період ца рювання Птолемея І. Деякі 
біографічні дані збереглися на сторінках арабського рукопису 
XII ст.: «Евклід, син Наукрата, відомий під іменем Геометра, 
вчений давнього часу, за своїм походженням грек, за місцем 
проживання сирієць, родом з Тиру». На запрошення царя Пто-
лемея І переїхав в Александрію, де організував математичну 
школу і написав для її учнів свої знамениті «Начала» (близько 
325 року до н. е.).

Після Біблії книга Евкліда «Начала» – найпопулярніша 
писемна пам’ятка давнини. Протягом двох тисячоліть «На-
чала» Евкліда були настільною книгою для школярів усього 
світу, з папірусу перейшли на пергамент, а потім – на папір 
і електронні носії. Протягом останніх чотирьох століть «На-
чала» друкувалися 2500 разів: у середньому виходило щоріч-
но 67 видань. До початку XX ст. книга вважалась основним 
підручником з гео метрії не лише для шкіл, але й для універ-
ситетів.

З історичних свідчень Паппа Александрійського (III ст. 
н. е.), Евклід був люди ною м’якого характеру, дуже скромною 
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і незалежною. Як розповідається в одній з легенд, одного разу 
цар Птолемей І вирішив вивчити геометрію і покликав Евклі-
да, щоб той указав йому легкий шлях до математики. Учений 
відповів: «До геометрії немає царських шляхів». Інша легенда 
стверджує, що якось до Евкліда прийшов юнак і став під його 
керівництвом вивчати геометрію. Опанувавши декілька пер-
ших теорем, він запитав, що буде мати від вивчення «Начал». 
Евклід не відповів учневі. Він покликав раба і наказав: «Дай 
йому гріш, він хоче мати лише користь з навчання».

Над входом до Академії Платона було написано: «Та не уві-
йде сюди Той, хто не знає геометрії».

Описи основних фігур геометрії. У розмовній практиці ми 
іноді вживаємо вислови точка зору, больова точка, точка 
опори, рушити з мертвої точки, точка відліку, критична 
точка, влучити в точку, дійти до точки тощо. Можливо, ви 
продовжите цей ряд? Що означає кожен із цих висловів? Що 
спільного вони мають? Спільне помітити не складно – це слово 
«точка». Але потрібно звернути увагу на суть висловів: кожно-
го разу йдеться про те, що не має протяжності. Існує багато за-
дач у практиці, коли необхідно визначити знаходження тіла у 
просторі. Тоді розміри тіла не беруть до уваги. Якщо ми шукає-
мо певний географічний об’єкт, наприклад місто чи селище, за 
картою, то також тут не важливі його реальні розміри. Мож-
на навести й інші приклади (наведіть). Тобто часто доводиться 
абстрагуватися від вимірів предмета. Таким чином приходять 
до неозначуваного, ідеального поняття – геометричної точки. 
Уявити її можна, наприклад, як слід від уколу голки чи слід 
на папері від тонко загостреного олівця, від крейди на дошці, 
від загостреної палиці на землі тощо. 

Математичні моделі з’являються як спеціальний спосіб на-
ближеного опису певного об’єкта, явища, будь-якої проблеми. 
Зрозуміло, що реально їх не існує. Тоді чому їх створюють? Які 
функції математичних моделей? 

У відповіді на поставлене запитання бажано відобразити, 
що математична модель реальних явищ дає змогу дослідити 
її математичними засобами та, відповідно, розв’язати певну 
практичну задачу.

За аналогічною схемою створюємо іншу математичну мо-
дель – геометричну пряму, про яку ви також знаєте з курсу 
планіметрії. Усім зрозумілі вислови: пряма мова, пряма до-
рога, прямий спадкоємець або родич, пряме сполучення, пря-
мі вибори, пряма вказівка, пряма протилежність, пряма ко-
ристь тощо (продовжіть ряд). Тут ми вживаємо прикметник 
«прямий», але у якому значенні? Мабуть, йдеться про те, що 
відбувається в одному напрямі, не розгалужується, має лише 
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один вимір. Згадайте, як виглядають плани будинків на схемі. 
З ними, можливо, матимете справу або у професійній діяль-
ності, або коли будуватимете, переплановуватимете будинок 
чи квартиру. Стіни зображають у вигляді прямих ліній, хоча 
вони, звичайно, мають певну товщину. Але на схемі це не бе-
руть до уваги, бо найперше цікавляться розміщенням кімнат, 
вікон тощо. Під час проведення комунікацій, наприклад елек-
тричного кабелю в будинках, теж зображають їх, не звертаючи 
уваги на товщину кабелю. Можна навести ще чимало прикла-
дів (наведіть), коли абстрагуються від матеріалу, його якості 
та вимірів, залишаючи довжину. Але не забудьте, що для ма-
тематичної моделі геометричної прямої суттєвим є те, що вона 
нескінченна та не є хвилястою, закрученою тощо. Наближене 
уявлення про частину прямої може дати світловий промінь, 
туго натягнута струна, дріт, слід від крейди, протягнутої на 
дошці вздовж лінійки, слід олівця, протягнутого вздовж ліній-
ки в зошиті тощо.

Далі переходимо до ще одного неозначуваного поняття. Спо-
чатку згадаємо вислови: наші інтереси лежать в одній пло-
щині, котитися по похилій площині, розглянути питання в 
іншій площині (продовжіть ряд). Ви, мабуть, здогадалися, що 
йтиметься про створення третьої математичної моделі – пло-
щини. Уявити частину площин допоможе добре відполірована 
дошка, гладінь озера у тиху погоду чи віконне скло, дзеркало 
тощо. Які реальні задачі приводять до необхідності створення 
цього ідеального поняття, вивчення його властивостей? На-
приклад, задачі будівельника (стіни кімнати повинні бути па-
ралельні між собою та мати гладеньку поверхню, міжповерхо-
ві перекриття), задачі закрійника тощо.

Якщо ви зрозуміли суть побудови математичних моделей, 
то вам неважко буде дати відповідь на таке запитання: «Чи 
може один і той самий реальний об’єкт слугувати в одному ви-
падку – моделлю для точки, в іншому – для прямої, потім, на-
приклад, для прямокутника чи прямокутного паралелепіпеда? 
Наведіть приклади». Відповідь може бути такою: «Так, напри-
клад, будинок. Коли нас цікавить його місцезнаходження на 
карті, то ми не беремо до уваги його розміри (модель точки). 
Якщо цікавить розміщення відносно певної вулиці – перпен-
дикулярно чи паралельно, то це модель відрізка. Якщо є ви-
мога обчислити площу, яку займає фундамент будинку, то ми 
зображаємо його як прямокутник. Необхідність виготовити 
макет будинку вимагає сприймати будинок як модель прямо-
кутного паралелепіпеда».
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1. Як можуть бути розміщені прямі у просторі?
2. Які прямі називаються паралельними, а які – мимобіжними?
3. Чи можуть паралельні прямі бути мимобіжними? А мимо-

біжні – паралельними? Відповідь обґрунтуйте.
4. Чи завжди можна провести площину через чотири точки?
5. Які ознаки паралельності прямих ви знаєте?
6. Чи можуть дві прямі бути паралельними, якщо не існує тре-

тьої прямої, до якої вони паралельні?
7. Чи може площина перетинати лише одну сторону паралело-

грама; трапеції; опуклого чотирикутника?
8. Яка ознака мимобіжності прямих?
9. Чи можуть дві прямі бути мимобіжними, якщо вони обидві 

паралельні третій прямій?
10. Чи може пряма, мимобіжна з однією з двох паралельних 

прямих, бути паралельною другій прямій?
11. Чи можна у просторі провести таку пряму, яка була б пара-

лельна до двох різних прямих, які не належать одній пло-
щині?

12. Як можуть бути розміщені прямі в просторі відносно пло-
щини?

13. Яка пряма називається паралельною площині?
14. Як можуть бути розміщені дві прямі, якщо одна з них на-

лежить площині, а друга – перетинає цю площину?
15. Як можуть бути розміщені дві прямі, кожна з яких мимо-

біжна з третьою?
16. Яку фігуру утворюють усі прямі, які перетинають одну з 

двох мимобіжних прямих і паралельні другій?
17.  Чи правильне твердження: «прямі, які паралельні двом ми-

мобіжним прямим, мимобіжні»?
18. Яка ознака паралельності прямої і площини?
19. Чи можуть бути дві прямі паралельними, якщо кожна з них 

паралельна одній з двох мимобіжних прямих?
20. Чи однаковий зміст тверджень: «прямі належать різним 

площинам» і «прямі не належать одній площині»?
21. Чи може бути так, щоб пряма а була не паралельною пло-

щині , але на площині  були б прямі, паралельні а?
22. Чи правильне твердження: «якщо дві прямі паралельні од-

ній і тій самій площині, то вони паралельні між собою»?
23. Скільки прямих, паралельних даній площині, можна про-

вести через дану точку?
24. Які треба мати відомості про пряму і площину, щоб зробити 

висновок, що вони не паралельні?
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 Частина 1
Завдання 1–16 мають варіанти відповідей, з яких правиль-

на тільки ОДНА або конкретна кількість. Виберіть правильну 
відповідь.

1. Сторона AD паралелограма ABCD розміщена на площи-
ні , а сторона ВС не лежить на ній. Укажіть розміщення пря-
мої ВС відносно площини  (рис. 3.31).

А) Перетинає площину;  
Б) лежить на площині;
В) паралельна площині.
2. Дві площини  і  перетинаються по прямій а (рис. 3.32). 

Пряма b перетинає площини  і  в точках А і В відповідно, які не 
належать прямій а. Укажіть взаємне розміщення прямих а і b.

А) Перетинаються;  В) паралельні.
Б) мимобіжні; 
3. Відомо, що пряма а розміщена на площині . Поставте до 

кожної умови (А–В) висновок (1–3) про взаємне розміщення 
прямих а і b.

А) Пряма b перетинає площину  
в точці, що не належить прямій а;

1) Перетинаються;

Б) пряма b не перетинає пряму а 
і належить площині ;

2) мимобіжні;

В) пряма b перетинає площину  
в точці, що належить прямій а.

3) паралельні.
 

А
Б
В

4. На рисунку 3.33 зображено куб ABCDA1B1C1D1. Вибе-
ріть для прямої, що містить ребро куба DD1, три паралельні їй 
прямі.

А) АА1; Б) А1В1; В) ВВ1; Г) СС1; Д) АВ.

Рис. 3.31 Рис. 3.32 Рис. 3.33
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5. Укажіть, користуючись зображенням куба, прямі, мимо-
біжні з прямою DС (рис. 3.33).

А) АВ; Б) А1В1; В) АА1; Г) С1D1; Д) ВВ1.
6. Укажіть грані куба (рис. 3.33), яким паралельне ребро АВ.

А) DD1A1A; В) A1B1C1D1; Д) CBAD.
Б) DD1C1C; Г) ВВ1С1С;
7. Укажіть грані куба (рис. 3.33), які перетинає пряма В1С1.

А) ABB1A1; В) DCC1D1; Д) DABC.
Б) DD1A1A; Г) C1D1A1B1;
8. Дано трикутник PRQ (рис. 3.34). Площина  перетинає 

сторони PR і PQ у його серединах – точках А і В відповідно. 
PA  6 см, AB  8 см, BQ  9 см. Поставте у відповідність кожно-
му елементу трикутника його числове значення.

А) Довжина PR; 1) 18 см; А
Б) довжина RQ; 2) 46 см; Б
В) довжина PQ; 3) 12 см; В
Г) периметр �PAB; 4) 16 см; Г

Д) периметр �PRQ. 5) 23 см. Д

Рис. 3.34 Рис. 3.35 Рис. 3.36

9. Через один кінець S відрізка SР проведено площину  
(рис. 3.35). Точка М належить відрізку SР. Через точки М і Р 
проведені паралельні прямі, які перетинають площину  від-
повідно в точках N і Q. Знайдіть довжину відрізка МN, якщо 
SN  5 см, NQ  2 см, PQ  14 см.

 А) 9 см; Б) 8 см; В) 10 см; Г) 12 см; Д) 11 см.

10. Пряма МА, зображена на рисун ку 3.36, перетинає пло-
щину (АВС). P  AM, K  CB, Q  CB, K  CQ. Визначте взаємне 
розміщення прямих MK і PQ.

А) Мимобіжні; Б) перетинаються; В) паралельні.

11. Дано правильний трикутник LMN (рис. 3.37), сторона 
якого дорівнює 6 см. Точка K не належить площині трикутни-
ка LMN, причому KL  KM  KN  8 см. Точки A, B, C, D – 
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середи ни відрізків KL, KN, NM, ML відпо-
відно. Знайдіть периметр утвореного пара-
лелограма ABCD.

А) 14 см; В) 32 см; Д) 28 см.
Б) 24 см; Г) 7 см;

12. Катети прямокутного трикутни-
ка ABC (C  90), зображеного на рисунку 
3.38, дорівнюють 3 см і 4 см. Через середи-
ни катетів паралельно гіпотенузі проведено 
площину , яка перетнула трикутник по від-
різку А1В1. Знайдіть довжину цього відрізка.

А) 1,5 см; Б) 2 см; В) 3,5 см; Г) 2,5 см; Д) 5 см.

Рис. 3.38 Рис. 3.39 Рис. 3.40

13. Сторони прямокутника ABCD, зображеного на рисун-
ку 3.39, дорівнюють 6 см і 8 см. Точка Р не належить площині 
(ABCD). Знайдіть площу прямокутника A1B1C1D1, в якому A1, 
B1, C1, D1 – середини відрізків РА, РВ, РС, PD відповідно.

А) 48 см2; Б) 24 см2; В) 36 см2; Г) 12 см2; Д) 16 см2.

14. На рисунку 3.40 зображено прямокутний трикутник 
ABC, катет якого AC  6 см належить площині . Вершина В цій 
площині не належить. Пряма а, що проходить через середину 
гіпотенузи, паралельно катету ВС, перетинає площину  в точ-
ці О. Знайдіть довжину відрізка МО, якщо BM  5 см. 

А) 5 см; Б) 3 см; В) 4 см; Г) 2 см; Д) 2,5 см.

15. Через точку Q відрізка QA проведено площи-
ну  (рис. 3.41). Точка В належить відрізку АQ, причому 
AB : BQ  1 : 2. Відрізок CB паралельний площині  і дорівнює 
5 см. Пряма АС перетинає площину  в точці D. Знайдіть від-
стань між точками Q і D.

А) 10 см; Б) 7,5 см; В) 12,5 см; Г) 15 см; Д) 17,5 см.

16.  На рисунку 3.42 зображено ромб ABCD і рівнобічну тра-
пецію ABKZ. АВ – лінія перетину цих площин. MN – середня 

Рис. 3.37
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лінія ABKZ, MN  7 см. PABCD  16 см. Знайдіть довжину від-
різка ZK.

А) 23 см; Б) 11 см; В) 15 см; Г) 14 см; Д) 10 см.

Рис. 3.41 Рис. 3.42 Рис. 3.43

 Частина 2
Розв’яжіть завдання 17–28 з коротким записом ходу мірку-

вань. 
17. Через катет ВС прямокутного трикутника ABC (C  90) 

проведено площину . Через точку D, що лежить на гіпотенузі 
АВ, проведено пряму а, паралельну другому катету, яка пере-
тинає площину в точці D1. Знайдіть довжину катета АС, якщо 
BD : DA  2 : 7, а DD1  7 см. 

18. Через точки M і N, що належать відповідно катетам СА 
і СВ прямокутного трикутника АВС з гострим кутом 30, па-
ралельно гіпотенузі проведено площину. Знайдіть периметр 
трикутника CMN, якщо гіпотенуза AB  13 см, AC  5 см, а 
CM : MA  1 : 4.

19. Відрізок АВ не перетинає площину  (рис. 3.43). Че-
рез кінці відрізка та його середину проведено паралельні пря-
мі, які перетинають площину  відповідно в точках А1, В1, С1. 
Знай діть довжину відрізка АА1, якщо BB1  10 см, а СС1 на 4 см 
довший, ніж АА1. 

20. Через кінець А відрізка AK проведено площину , а че-
рез точку В відрізка AK проведено відрізок ВМ довжиною 8 см, 
паралельний площині . Пряма KМ перетинає площину  в 
точці Q. Знайдіть відстань між точками площини А та Q, коли 
відомо, що KB : BA  4 : 7.

21. Дано трикутник PQR. Площина, паралельна PQ, пере-
тинає сторону PR цього трикутника в точці Р1, а сторону QR – в 
точці Q1. Знайдіть довжину відрізка P1Q1, якщо PQ  30 см, а 
PP1 : PR  2 : 3. 

22. За умовою задачі 21 знайдіть довжину відрізка P1Q1, 
якщо PQ  27 см, а PP1 : P1R  2 : 7. 

23. Дано трикутник АВС. Площина, паралельна пря-
мій АВ, перетинає сторону АС цього трикутника в точці А1, а 
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сторону ВС – в точці В1. Знайдіть довжину відрізка А1В1, якщо 
B1С  10 см, AB : BC  4 : 5.

24. Дано трикутник АВС. Площина, паралельна прямій 
АВ, перетинає сторону АС цього трикутника в точці А1, а сто-
рону ВС – в точці В1. Знайдіть довжину відрізка А1В1, якщо 
AA1  a, AB  b, A1C  c. Обчисліть значення виразу, якщо 
a  20 см, b  24 см, c  10 см. 

25. Відрізок АВ перетинає площину  в точці О. Через кінці 
відрізка А і В проведено паралельні прямі АА1 і ВВ1, які перети-
нають площину в точках А1 і В1. Знайдіть довжину відрізка АВ, 
якщо АА1 : ВВ1  2 : 3 і відрізок ОА на 3 см коротший, ніж від-
різок ВО.

26. Відрізок АВ перетинає площину  в точці О. Через кінці 
відрізка А і В проведено паралельні прямі АА1 і ВВ1, які перети-
нають площину в точках А1 і В1, де А1, В1 – точки перетину з пло-
щиною . Знайдіть довжину відрізка А1В1, якщо AO : OB  2 : 5 і 
відрізок ОВ1 на 9 см довший, ніж відрізок ОА1.

27. Відрізок АВ перетинає площину. Через його кінці і се-
редину – точку Q1 – проведено паралельні прямі, які перети-
нають дану площину відповідно в точках A1, B1, Q1. Визначте 
довжину відрізка QQ1, якщо AA1  7 см, BB1  11 см.

28. Відрізок CD перетинає площину. Через його кінці і се-
редину – точку M – проведено паралельні прямі, які перетина-
ють дану площину відповідно в точках C1, M1, D1. Відомо, що 
CС1  4 см, DD1  16 см. Знайдіть довжину відрізка ММ1.

 
 Частина 3

Розв’яжіть завдання 29–32 з повним обґрунтуванням. 
29. Дано трикутник АВС, в якому АС  9 см. Відомо, що 

площина, паралельна прямій АС, перетинає сторону АВ в точ-
ці K, а сторону ВС – в точці М так, що MС  15 см, а KM  4 см. 
Визначте довжину відрізка ВС.

30. Дано трикутник АВС і площину , яка його не перети-
нає. Точки M, N, K – середини сторін АВ, ВС, АС відповідно. 
Через точки A, B, C, M, N, K проведено паралельні прямі AА1, 
BВ1, CС1, MМ1, NN1, KK1 (A1, B1, C1, M1, N1, K1 – точки перети-
ну паралельних прямих з площиною ). Відомо, що KK1  10 см, 
NN1  9 см, BВ1  11 см. Знайдіть довжини відрізків AА1, CС1, 
MМ1.

31. Через вершину А ромба ABCD проведено пряму а, яка 
паралельна діагоналі BD. Доведіть, що прямі а і CD перетина-
ються.

32. Через вершину С ромба ABCD проведено пряму b, яка 
не лежить у площині ромба, а через вершину А – пряму а, яка 
паралельна діагоналі BD. Доведіть, що прямі а і b мимобіжні.
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§ 4.1. Взаємне розміщення двох 
площин у просторі. 
Паралельні площини

Якщо розглядати дві площини у просторі, то їхнє розміщен-
ня залежить від існування у них спільних точок. Можливі ви-
падки:

1. Якщо у двох площин є одна спільна точка, то вони пере-
тинаються по прямій, що проходить через цю точку (аксіома 
розміщення) (рис. 4.1, а). За наявності двох спільних точок си-
туація не зміниться: через довільні дві точки можна провести 
тільки одну пряму, яка буде спільною для цих двох площин, 
тобто вони перетинаються по цій прямій. 

Отже, якщо дві площини мають одну або безліч спільних 
точок, які лежать на одній прямій, то ці площини перети-
наються. 

2. Як відомо, через три довільні точки простору, що не ле-
жать на одній прямій, можна провести площину і до того ж 
тільки одну (наслідок із аксіом стереометрії). Тоді очевидно, 
що якщо дві площини матимуть три і більше спільних то-
чок, які не лежать на одній прямій, то вони накладатимуться 
(рис. 4.1, б). У такому разі кажуть, що площини збігаються. 

Звідси випливає, що площини збігаються, якщо вони мають: 
а) спільну пряму і точку, що не належить їй; 
б) дві спільні прямі, що перетинаються; 
в) принаймні три спільні точки, що не лежать на одній прямій.
3. Якщо дві різні площини не мають жодної спільної точки, 

то вони називаються паралельними (рис. 4.1, в). Для позна-
чення паралельності площин використовують символ «�». За-
писують  � , читають: «площина  паралельна площині », 
або «площини  і  – паралельні».

A , A , то  � a. 
Площини перетинаються

  , площини 
збігаються

 � , площини 
паралельні

    а        б       в
Рис. 4.1

Отже, площини у просторі можуть: перетинатися, збі-
гатися або бути паралельними.
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Моделі паралельних площин можна побачити на кожному 
кроці: полиці у шафі, шибки подвійного вікна, несусідні стіни 
кімнати чи підлога і стеля, перекриття у багатоповерхівці, рів-
но складені в упаковках диски, підручники тощо. З’ясувати, чи 
площини паралельні, дає змогу ознака паралельності площин.

Т е о р е м а  1. 
Якщо дві прямі, які перетинаються, однієї площи-

ни, відповідно паралельні двом прямим другої площи-
ни, то ці площини паралельні.

Доведення. Нехай  і  – дані площини (рис. 4.2), а і 
b – дві прямі, що лежать на площині  і перетинаються 
в точці А. Прямі а1 і b1 лежать на площині  і відповід-
но паралельні прямим а і b. Доведемо, що площини  і 
 паралельні, методом від супротивного. 

Рис. 4.2

Припустимо, що  і  перетинаються по деякій 
прямій с. За теоремою про паралельність прямої і 
площини, прямі а і b, які паралельні прямим а1 і b1, 
паралельні площині . Отже, а і b не перетинають 
площини , а значить не перетинають і пряму с, яка 
належить . Таким чином, на площині  через точку А 
проходять дві прямі а і b, паралельні с, що неможливо 
за аксіомою паралельності. Отримали протиріччя. 
Отже, припущення неправильне, площини  і  пере-
тинатися не можуть, тому  і  – паралельні, що й ви-
магалося довести. Теорему доведено.

Т е о р е м а  2.
Через точку поза даною площиною можна провести 

площину, паралельну даній, і до того ж тільки одну.

Доведення. Нехай  – задана площина, А – точка, 
що не належить їй. Проведемо у площині  дві довіль-
ні прямі а і b, що перетинаються в точці В (рис. 4.3),
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а через точку А – дві прямі а1 і b1, паралельні їм (a � a1, 
b � b1). Площина , що проходить через прямі а1 і b1, 
паралельна площині . Отже, площина  – побудова-
на. Доведемо, що вона єдина, тобто не залежить від ви-
бору прямих а1 і b1. 

Припустимо, що існує інша площи-
на , яка проходить через точку А і па-
ралельна площині . Далі виконаємо ще 
дві додаткові побудови:

1) Побудуємо площину 1, яка міс-
тить паралельні прямі а і а1. Оскільки 
вона має з  спільну точку А, то вона пе-
ретинає її по деякій прямій а2, яка про-
ходить через цю точку. Але оскільки 
 � , то a2 � a, тоді це суперечить аксіо мі 
паралельності. Отже, прямі а2 і а1 збіга-
ються. 

2) Побудуємо площину 2, яка міс-
тить паралельні прямі b1 і b. Вона 

перетне площину  по деякій прямій b2 . Міркуючи 
аналогічно, доводимо, що b2 збігається з b1. 

Отже, маємо, що через дві прямі а1 і b1, які перети-
наються, проходять дві різні площини  і , однак це 
суперечить аксіомі належності. Припущення існуван-
ня двох різних площин, паралельних даній, які б про-
ходили через одну й ту саму точку, неправильне. Через 
точку поза даною площиною можна провести площи-
ну, паралельну даній, і до того ж тільки одну, щ. в. д. 
Теорему доведено.

Задача 1.

Точка K не лежить у площині трикут-
ника АВС. На відрізках KА, KB і KC 
вибрано точки А1, В1, С1 відповідно, що 
KА1 : АА1  KВ1 : ВВ1  KС1 : СС1. Дове-
діть, що площини (АВС) і (А1В1С1) – па-
ралельні.

Дано: �АВС, K  (АВС), А1  KА, 
B1  KB, C1  KC, KА1 : АА1  
KВ1 : ВВ1  KС1 : СС1.

Довести: (АВС) � (А1В1С1).

Рис. 4.3
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Доведення Чому саме так?

За умовою задачі: 
KА1 : АА1  KВ1 : ВВ1  
KС1 : СС1, тому АВ � А1В1, 
ВС � В1С1 та АС � А1С1 (за 
узагальненою теоремою 
Фалеса).

А1В1 � В1С1  В1, тому 
(А1В1С1) – єдина площи-
на; АВ � ВС  В, (АВС) – 
єдина площина.

Отже, за ознакою па-
ралельності площин, має-
мо, що (АВС) � (А1В1С1), 
щ. в. д.

За узагальненою теоре мою 
Фалеса паралельні прямі від-
тинають на сторонах кута про-
пор  цій ні відрізки. Тому, врахо-
вуючи умову задачі, отримуємо 
паралельність трьох пар відпо-
відних прямих: АВ і А1В1, ВС і 
В1С1 та АС і А1С1. 

Точками А, В, С визнача-
ється одна площина, а А1, В1, 
С1 – інша, які, за ознакою пара-
лельності площин, паралельні, 
щ. в. д.

Задача 2.

Дано дві паралельні площини  і . Точка М не лежить у жод-
ній з них. Знайдіть гео метричне місце прямих, які проходять 
через точку М і паралельні двом площинам  і .

Розв’язання Чому саме так?

Нехай площини  і  – па-
ралельні. Точка М не лежить 
ні у площині , ні у площині 
. Візьмемо у площині  до-
вільну точку А, через яку про-
ведемо дві прямі а1 і а2. 

Через точку М проведемо 
відповідно дві прямі с1 і с2, які 
паралельні а1 і а2,  а значить, 
і площині . Дві прямі, що

Точка М не належить 
двом даним площинам  і 
. Її розміщення у просторі 
довільне: або між площи-
нами, або поза площина-
ми. На розв’язок задачі це 
не впливає. Через точку 
поза площиною можна за-
вжди провести безліч пря-
мих, паралельних даній
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перетинаються, визначають 
єдину площину, нехай це буде 
площина . Тоді  � , за озна-
кою паралельності площин. 

Аналогічно доводиться, що 
 � . 

Через точку М, яка не ле-
жить у жодній з двох площин, 
можна провести безліч пря-
мих, паралельних площинам 
 і , які лежатимуть в одній 
площині, паралельній даним 
площинам.

Відповідь. Площина. 

площині. Кожна пряма, 
яка паралельна одній з 
двох паралельних площин, 
буде паралельною і другій 
площині. Оскільки через 
дві прямі, що перетинають-
ся, можна провести єдину 
площину, то всі паралель-
ні даним площинам прямі, 
які проходять через задану 
точку М, належать одній і 
тій самій площині. Геоме-
тричним місцем таких пря-
мих є площина.

4.1. Укажіть розміщення двох площин  і , якщо вони не 
мають жодної спільної точки.

А) Перетинаються; Б) збігаються; В) паралельні.

4.2. Укажіть три рисунки, на яких зображено дві площини, 
що перетинаються.

4.3. Відомо, що площини  і  – паралельні, прямі а і b на-
лежать площині , а прямі c і d належать площині . Укажіть 
правильні твердження. 

А) В)

Б) Г)

Д)
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1) a � ; 3) b � ; 5) c � ; 7) a � ;
2) c � ; 4) b � ; 6) d � ; 8) d � .

А) 1, 3, 4 і 7; В) 3, 4, 7 і 8; Д) 4, 5, 6 і 8.
Б) 2, 4, 5 і 6; Г) 1, 3, 5 і 8;

4.4.  Площини  і  – паралельні. Через точку А, яка не на-
лежить жодній з них, проведено площину . Укажіть три пра-
вильні твердження.

А)  – єдина можлива площина, яка паралельна площині ; 
Б)  – єдина можлива площина, яка перетинає площину ; 
В)  – єдина можлива площина, яка паралельна площині ;
Г)  – єдина можлива площина, яка перетинає площину ;
Д)  – єдина можлива площина, яка паралельна і площи-

ні , і площині .
4.5.  Дві сторони АВ і ВС паралелограма ABCD, зображено-

го на рисунку 4.4, паралельні двом прямим а і b відповідно, які 
перетинаються і належать площині . Укажіть взаємне розмі-
щення площини паралелограма ABCD та .

А) Перетинаються; В) паралельні.
Б) збігаються;

4.6.  Відомо, що сторона АВ прямокутника ABCD паралель-
на деякій площині , а сторона AD – не паралельна цій площи-
ні. Визначте взаємне розміщення площин (ABCD) та .

А) Перетинаються; В) збігаються.
Б) паралельні;

4.7.  На рисунку 4.5 зображено прямокутний паралелепіпед 
ABCDA1B1C1D1. Укажіть взаємне розміщення площин, заданих 
умовами (А–Д).

А) A1B1C1D1 і B1A1D1C1; 1) Перетинаються; А
Б) ADD1A1 і ABCD; 2) паралельні; Б
В) ABB1A1 і C1D1DC; 3) збігаються. В
Г) BADC і ABB1A1; Г
Д) CC1B1B і ADD1A1. Д

Рис. 4.4 Рис. 4.5
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4.8.  У прямокутному паралелепіпеді вибрано вершину В 
(рис. 4.5). Виберіть три пари граней серед (1–6), які перетина-
ються по ребру, що містить точку В. 

1) ABCD; 3) BCC1B1; 5) CDD1C1;
2) A1B1C1D1; 4) ADD1A1; 6) ABB1A1.

А) 1 і 4; Б) 3 і 6; В) 3 і 5; Г) 1 і 3; Д) 1 і 6.

4.9.  Укажіть грань прямокутного паралелепіпеда, яка про-
ходить через точку А1 паралельно грані ABCD (рис. 4.5).

А) D1A1AD; В) D1A1B1C1; Д) ABB1A1.
Б) D1C1CD; Г) D1A1BD;

4.10. Дві діагоналі ромба паралельні площині . Визначте 
розміщення площини, якій належить ромб і площина .

А) Паралельні; Б) збігаються; В) перетинаються.

4.11. Точка D не належить площині трикутника АВС 
(рис. 4.6). Точки K, Z, M – середини відрізків DА, DВ, DС від-
повідно. Визначте взаємне розміщення площин (АВС) і (KZM).

А) Перетинаються; Б) збігаються; В) паралельні.

4.12. Точка S не належить площині паралелограма ABCD 
(рис. 4.7). Точки K, Z, M, N належать відрізкам SА, SВ, SС, SD 
відповідно, причому SK  АK, SZ  BZ, SM : MC  2 : 1, SN : ND  
 2 : 1. Визначте взаємне розміщення площин (ABCD) і (KZMN).

А) Перетинаються; Б) збігаються; В) паралельні.

Рис. 4.6 Рис. 4.7

4.13. Дві паралельні прямі l і m та точка K, яка не лежить 
на жодній з них, належать площині . Через пряму l і точку 
K провели площину , а через пряму m і точку K – площину . 
Визначте взаємне розміщення площин  і . 

А) Перетинаються; Б) паралельні; В) збігаються.

4.14. Дано дві мимобіжні прямі а і b. Укажіть кількість пло-
щин, які проходять через пряму а і паралельні прямій b. 

А) Одна; Б) дві; В) три; Г) жодна; Д) безліч.
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4.15. Доведіть, що через будь-які дві мимобіжні прямі мож-
на провести єдину пару паралельних площин.

4.16. Площини  і  паралельні. Доведіть, що кожна пряма 
площини  паралельна площині .

4.17. Точка О – спільна середина кожного з відрізків АА1, 
ВВ1, СС1, які не лежать в одній площині. Доведіть, що площи-
ни (АВС) і (А1В1С1) паралельні.

4.18. Три прямі, які проходять через одну точку, перетина-
ють дану площину в точках А, В, С, а паралельну їй площину – в 
точках А1, В1, С1. Доведіть подібність трикутників АВС і А1В1С1.

4.19. Дано паралелограм АВСD і площину, яка його не пере-
тинає. Через вершини паралелограма проведено паралельні пря-
мі, які перетинають дану площину в точках А1, В1, С1, D1. Знай-
діть довжину відрізка DD1, якщо АА1  4 м, ВВ1  3 м, СС1  1 м.

4.20. Доведіть, що всі прямі, які проходять через дану точ-
ку паралельно даній площині, лежать в одній площині.

4.21. Площини  і  паралельні площині . Визначте, чи мо-
жуть площини  і  перетинатися. Відповідь обґрунтуйте.

4.22. На ребрах АА1 і ВВ1 куба ABCDA1B1C1D1 позначено 
відповідні точки M і N (рис. 4.8), які є серединами цих ребер, а 
на грані СDD1C1 – точку О, яка є центром цієї грані.

1) Визначте взаємне розміщення площин 
(MNО) і (ABC); (ВDM) і (B1C1D1).

2) У випадку перетину площин, побудуй-
те їхню лінію перетину.

3) Обчисліть площу перерізу куба, побу-
дованого площиною, яка проходить через 
точки B1 і D1 паралельно ребру АА1, якщо 
ребро куба дорівнює  см.

§ 4.2. Властивості паралельних 
площин

Паралельні площини мають певні важливі властивості. Роз-
глянемо їх.

В л а с т и в і с т ь  1. Якщо дві паралельні площини перетну-
ти третьою, то прямі їхнього перетину паралельні.

Доведення. Нехай  – січна площина для площин  і , 
 �   a,  �   b (рис. 4.9). Тоді маємо дві прямі а і b, які 
можуть не перетинатися або перетинатися лише в одній точці, 
як прямі однієї площини . Однак a  , b  , причому  � . 
Отже, прямі а і b не перетинаються і лежать в одній площині . 
Отже, вони паралельні, a � b, щ. в. д.

Рис. 4.8
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Рис. 4.9 Рис. 4.10

В л а с т и в і с т ь  2. Паралельні площини, перетинаючи дві 
паралельні прямі, відтинають на них рівні відрізки.

Доведення. Нехай а і b – дані паралельні прямі,  і  – 
паралельні площини, що перетинають їх відповідно в точках 
А, В, А1, В1 (рис. 4.10).

Оскільки прямі а і b па ра лельні, то вони лежать в одній 
площині . Площина  перетинає площину  по прямій АВ, а 
площину  по прямій А1В1, які за властивістю 1 паралельні. 
Тому АВВ1А1 – паралелограм. Отже, АА1  ВВ1, щ. в. д.  

Властивість 2 інколи форму люється так: відрізки паралель-
них прямих, які містяться між двома паралельними площи-
нами, рівні.

В л а с т и в і с т ь  3. Дві площини, паралельні третій пло щи-
ні, паралельні між собою.

Доведення. Нехай  � ,  � . Припустимо, що площини  і 
 не паралельні. Тоді площини  і  мають спільну точку. Че-
рез цю точку проходить дві площини  і , які паралельні пло-
щині . Проте відомо, що через точку поза даною площиною 
можна провести площину, паралельну даній і до того ж тільки 
одну, тому ми прийшли до протиріччя. Отже,  � , щ. в. д. 

Задача 1.

Доведіть, що площина, яка перетинає одну з двох паралельних 
площин, перетинатиме й другу площину.

Дано: , , ;  � ,  �   a.
Довести: площина перетинається з площиною .

Доведення Чому саме так?

 Доведемо, що площина  
перетинається з площиною , 
методом від супротивного 
(рис. 4.9). Нехай  і  не пере-

Під час доведення вимо-
ги задачі важливо вибрати 
метод доведення: прямий 
чи від супротив ного. У за-
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тинаються, тоді  � . За умо- 
вою задачі,  �  і  �   a, тоді 
a   і a  . Тобто існує така 
точка A на прямій a, через яку 
проведено дві різні площини, 
які паралельні площині . Це 
суперечить теоремі про існу-
вання площини, паралельної 
даній. Отже,  � , тобто пло-
щина  перетинається з пло-
щиною , що й вимагалося до-
вести. 

гальних випадках більше 
використовують метод від 
супротивного. Зробивши 
припущення, протилежне 
до вимоги задачі, ми при-
ходимо до виснов ку:  � , 
 � . Звідси, за транзитив-
ністю,  � , що суперечить 
умові задачі. Отримана су-
перечність доводить вимо-
гу задачі. 

Отже, площина, яка перетинає одну з двох паралельних 
площин, перетинає й іншу. 

Задача 2.

Доведіть, що пряма, яка перетинає 
одну з паралельних площин, пере-
тинає й іншу.

Дано:  � , m   і m  , 
m �   A.

Довести: пряма m перетинає 
площину . 

Доведення

Побудуємо довільну площину  (рис. 4.11), яка прохо-
дить через пряму m. А – спільна точка прямої m і площи-
ни , а значить і площини . Тому  �   a, A  a. Тоді, за 
задачею 1,  �   b, де b – пряма перетину  і . Отримали, 
що a � b. Пряма m, яка належить , перетинає пряму a в 
точці A, а отже, і пряму b, тобто площину . 

Можна було б довести вимогу задачі методом від су-
противного: припустити, що пряма m не перетинає пло-
щину . Тоді, якщо m �   A і m не перетинається з , то 
m  , що суперечить умові задачі. Отже, пряма m перети-
нає площину , що й вимагалося довести.

Отже, будь-яка пряма, яка перетинає одну з двох пара-
лельних площин, перетинає й іншу. 

Рис. 4.11
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Задача 3.

Дві паралельні площини  і  перети-
нають сторону ВА кута АВС в точках D 
і D1, а сторону ВС – відповідно в точ-
ках Е і Е1. Знайдіть довжину відріз-
ка DЕ, якщо ВD  12 см, ВD1  18 см, 
D1E1  54 см (рис. 4.12).

Дано: площини  і ,  � , 
АВ �   D, АВ �   D1, 
ВС �   E, ВС �   E1, 
D1E1  54 см, BD  12 см, 
BD1  18 см.

Знайти: DE. 

Розв’язання Чому саме так?

Нехай  � , площина  пе-
ретинає сторони кута АВС 
в точках D і Е, а площи-
на  – в точках D1 і Е1. За умо-
вою BD  12 см, BD1  18 см, 
D1E1  54 см. Враховуючи, що 
DE � D1E1, маємо: �DBE подіб-
ний �D1BE1. Отже, 

; ; 

 (см). 

Відповідь. 36 см.

Через точки А, В, С 
проведемо площину 
(АВС), яка перетинає 
дві паралельні площи-
ни  і  по паралельних 
прямих DE і D1E1. Тоді 
отримані трикутники 
DBE і D1BE1 – подібні 
і їхні відповідні сторо-
ни – пропорційні. Зна-
ходимо невідомий член 
пропорції і отримуємо 
розв’язок задачі. 

4.23. Відомо, що прямі перетину двох площин  і  третьою 
площиною  – паралельні. Виберіть взаємне розміщення пло-
щин  і .

А) Перетинаються; В) паралельні або перетинаються.
Б) паралельні;

4.24. На рисунку 4.13 зображено паралельні площини  і . 
Точки A, B, C, D, M належать площині , а точки A1, B1, C1, D1, 
M1 – площині . Відомо, що прямі АА1, ВВ1, СС1, DD1, ММ1 – 

Рис. 4.12
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попарно паралельні й AA1  7 см. 
Укажіть два відрізки, довжина 
яких також дорівнює 7 см.

А) СС1; В) DМ1; Д) ВD1.
Б) АС1;  Г) ММ1;

4.25. Через дві паралельні пря-
мі АB і CD провели площину , яка 
перетнула паралельні площини  і 
 по прямих АC і BD відповідно. BD  15 см. Виберіть правильне 
твердження для від різка АС (рис. 4.14). 

А) AC  3 см; В) AC  15 см; Д) AC  30 см.
Б) AC  5 см; Г) AC  20 см;

Рис. 4.14 Рис. 4.15

4.26. Площина , якій належать дві паралельні прямі а і 
b (рис. 4.15), перетинає дві паралельні площини  і  по пря-
мих АВ і СD. Визначте чотири можливі назви чотирикутни-
ка АВDС.

А) Квадрат; В) ромб; Д) паралелограм.
Б) прямокутник; Г) трапеція;  

4.27. Визначте взаємне розташування площин  і , якщо 
пряма k перетинає площину  і належить площині .

А) Перетинаються; В) паралельні.
Б) збігаються;

4.28. Укажіть дві пари мимобіжних пря-
мих, що належать паралельним площинам 
(АА1В1) і (СС1D1) куба (рис. 4.16).

А) АВ і D1D; В) А1В1 і СD; Д) ВВ1 і DD1.
Б) АА1 і СС1; Г) А1В і DС;

Рис. 4.13

Рис. 4.16
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4.29. На рисунку 4.16 зображено куб ABCDA1B1C1D1. Уста-
новіть відповідність правильних тверджень (А–Б) і (1–5) для 
прямих, що належать паралельним площинам (ВСС1) і (АА1D1).

А) Мимобіжні прямі; 1) АD і СВ1; А Б
Б) паралельні прямі. 2) А1D і ВС1; 

3) А1D1 і ВС;
4) DD1 і В1С1; 
5) А1D і В1С.

4.30. Дві прямі а і b, перетинаючись в точці О, перетинають 
паралельні площини  і  відповідно в точках А, В і С, D. Вибе-
ріть, користуючись рисунком 4.17, три правильні твердження.

А) OCD  OBA; Г) OCD  OBA;
Б) CDO  ABO; Д) COD � BOA.
В) CO : OB  OD : OA;

4.31. Укажіть за умовою задачі 4.30 довжину відрізка СО до 
кожного з випадків (А–Д).

А) CO : OB  2 : 3, CB  12 см; 1) 6 см; А
Б) CD : AB  1 : 4, OB  6 см; 2) 3 см; Б
В) AO  OD, OB  3 см; 3) 1,5 см; В
Г) AB  CD, OB  4,5 см; 4) 4,8 см; Г
Д) CO – OB  1,5 см, СB  10,5 см. 5) 4,5 см. Д

4.32. Точки А, В, С належать площині , яка паралельна 
площині . Через ці точки провели паралельні прямі, які пере-
тнули площину  в точках А1, В1, С1 (рис. 4.18). Знайдіть пери-
метр �A1B1C1, якщо ABC  90, AB  5 см, BC  12 см. 

А) 29 см; Б) 34 см; В) 30 см; Г) 22 см; Д) 24 см.

Рис. 4.17 Рис. 4.18

4.33. Дано дві паралельні площини. Через точки А і В од нієї 
площини проведено паралельні прямі, які перетинають дру-
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гу площину в точках А1 і В1. Знайдіть довжину відрізка А1В1, 
якщо АВ  а.

4.34. Чи можуть мати рівні довжини відрізки непаралель-
них прямих, які містяться між паралельними площинами?

4.35. Дано куб ABCDA1B1C1D1 і точки F, P, Q – середини 
відрізків C1D1, C1B1, C1C відповідно. Доведіть, що площини 
(FPQ) і (D1B1C) паралельні.

4.36. Дано куб ABCDA1B1C1D1 і точки M, N, R – середини 
відрізків A1D1, C1D1, D1D відповідно. Доведіть, що площина 
(MNR) паралельна площині (A1DС1).

4.37. Точка М не належить площині трикутника АВС. Точки 
Q, P, K належать відрізкам МА, МВ, МС відповідно і такі, що 
MAB + AQP  180, MKQ  MCA. Доведіть, що площини 
(АВС) і (QPK) паралельні. 

4.38. Точка D не належить площині трикутника АВС. Точ-
ки T, S, F – середини відрізків АВ, АС, АD відповідно. Доведіть, 
що площина (TSF) паралельна площині (ВСD).

4.39. Дано куб ABCDA1B1C1D1 (рис. 4.19). 
Доведіть паралельність площин (B1D1K) і 
(BDL), де точки K і L – середини відрізків 
СС1 і АA1 відповідно.

4.40. Дано паралельні площини  і . 
Через точки М і N площини  проведено па-
ралельні прямі, які перетинають площину  
в точках K і L. Доведіть, що чотирикутник 
МNLK – паралелограм. Обчисліть периметр чотирикутни-
ка МNLK, якщо ML  14 см, NK  8 см і МK : МN  9 : 7.

4.41. Два промені ОF і ОР перетинають паралельні площини 
 і  в точках F1 і Р1 та F2 і Р2 відповідно. Визначте ОР1, якщо 
F1P1  3 см, F2P2  5 см, P1P2  4 см.

4.42. Два промені з початком у 
точці О перетинають одну з пара-
лельних площин у точках А1 і В1, а 
другу – у точках А2 і В2. Обчисліть 
довжину відрізка А1В1, якщо OA1  
16 см, A1A2  24 см, A2B2  50 см.

4.43. З точки Р, що не нале-
жить даній площині , проведено 
чотири промені, які перетинають 
цю площину в точках A, B, C, D. 
Побудуйте через точку K – середину відрізка РВ (рис. 4.20): 

1) площину, паралельну площині (АВС);
2) площину, паралельну площині (РСА).

Рис. 4.19

Рис. 4.20
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4.44. Прямі а, b і с, які не належать одній площині, 
перетинаються в точці О (рис. 4.21). На кожній із цих прямих 
взято точки А1, А2, В1, В2, С1, С2 так, що OA1  OA2, OB1  OB2, 
OC1  OC2. Доведіть паралельність площин (A1B1C1) і (A2B2C2).

4.45. Доведіть, що можна побуду-
вати дві паралельні площини, які від-
тинають на трьох даних попарно ми-
мобіжних прямих рівні відрізки.

4.46. Три площини паралельні. 
Прямі а і b перетинають ці площини 
відповідно в точках А1, А2, А3 і В1, В2, 
В3. Відомо, що A1A2  5 см, B1B2  6 см, 

B1B2 : B2B3  2 : 5. Визначте довжину відрізків А1А3 і В1В3.

§ 4.3. Паралельне проекціювання. 
Зображення плоских 
і просторових фігур на площині

Щоб зобразити просторові фігури на площині, користуються 
різними методами. Один з них – паралельне проекціювання.

Паралельне проекціювання – це зображення довільної гео-
метричної фігури на площині, при якому всі точки фігури пе-
реносяться на площину по прямих, паралельних заданій, яка 
називається напрямом проекціювання.

Моделі паралельного проекціювання можна порівня-
ти з утворенням тіні на плоскій поверхні стіни, землі за со-
нячного освітлення. Отже, щоб виконати паралельне про-
екціювання, спочатку задають фігуру і площину, на яку 
проекціюють, – площину проекції. Далі задають прямою на-
прям про екціювання – проекціюючу пряму. Вона має перети-
нати площину проекції.

Нехай задано довільну площину , проекціюючу пряму l і 
точку А, що не належить ні прямій l, ні площині  (рис. 4.22, а).

     а            б

Рис. 4.22

Рис. 4.21
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Проведемо через точку А паралельно l пряму а, яка 
перетинає площину  в точці А0 (рис. 4.22, б). Знайдена в такий 
спосіб точка А0 називається паралельною проекцією точки А 
на площину . Тобто ми виконали паралельне проекціювання 
точки А на площину .

Як відомо, кожна геометрична фігура складається з точок. 
Тому, проекціюючи послідовно точки фігури на площину, 
отримуємо зображення, яке називають проекцією цієї фігури, а 
спосіб виконання зображення – паралельним проекціюванням.

Зауважимо, що у випадку розміщення точки на проекцію-
ючій прямій, її проекцією буде точка перетину прямої з пло-
щиною (точка М на рисунку 4.22). Якщо точка, яку треба 
проекціювати, належить площині проекції, то її проекція збі-
гається з точкою площини.

Розглянемо паралельне проекціювання для зображен-
ня геометричних фігур на площину. Нехай F довільна 
геометрична фігура, яку треба спроекціювати на площину . 
Для цього візьмемо довільну пряму l, яка перетинає площину 
, і проведемо через точки, які є вершинами фігури F (А, B, 
L, K, D, C), прямі, паралельні l. Точки А1, B1, L1, K1, D1, C1 – 
точки перетину цих прямих з площиною проекції  – будуть 
проекцією вершин фігури. Зрозуміло, що відрізки (DK, 
KL, LB, …) перейдуть у відрізки площини проекції (D1K1, 
K1L1, L1B1, …), усі точки фігури перейдуть у точки площини 
проекції, утворивши зображення F1 фігури F (рис. 4.23).

Рис. 4.23

Очевидно, що для паралельного проекціювання важливо 
знати його напрям. Від нього залежить загальний вигляд 
зображення проекції. Наприклад, проекцію відрізка, пара-
лель ного проекціюючій прямій, буде точка (рис. 4.24, а), а 
проекцією відрізка, не паралельного проекціюючій прямій, – 
відрізок (рис. 4.24, б).

Отже, паралельне проекціювання має свої властивості для 
прямих і відрізків, не паралельних напряму проекціювання:
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1. Проекцією прямої є пряма, а проекцією відрізка – відрізок.
2. Проекції паралельних прямих паралельні або збігаються.
3. Відношення довжин відрізків однієї прямої або паралель-

них прямих зберігаються (рис. 4.24, б), тобто дорівнюють від-
ношенням довжин своїх проекцій, зокрема середина відрізка 
проекціюється в середину його проекцій.

     а            б

Рис. 4.24

Зауважимо, що довжини проекцій відрізків, паралельних 
площині проекцій, зберігаються, тобто дорівнюють довжинам 
самих відрізків. Звідси випливає, що плоска фігура, площина 
якої паралельна площині проекції, проекціюється в рівну собі 
фігуру.

Наведемо деякі властивості зображення фігури на площині, 
які випливають з вищеописаної побудови.

Прямолінійні відрізки фігури зображаються на площині 
рисунка відрізками (рис. 4.24, б).

Справді, всі прямі, що проекціюють точки відрізка АС, ле-
жать в одній площині, яка перетинає площину  по прямій 
А1С1. Довільна точка В відрізка АС зображається точкою В1 
відрізка А1С1.

Зауважимо, що вищерозглянуті відрізки, які проекціюють-
ся, не паралельні напряму проекціювання. 

Паралельні відрізки фігури зображаються на площині ри-
сунка паралельними відрізками (рис. 4.25).

Справді, нехай АС і BD – паралельні відрізки деякої фігури. 
Їхні проекції – відрізки А1С1 і В1 D1 – паралельні, оскільки 
їх отримали в результаті перетину паралельних площин з 
площиною  (перша з цих площин проходить через прямі 
АС і АА1, а друга – через прямі BD і ВВ1. Якщо дві прямі, що 
перетинаються, однієї площини відповідно паралельні двом 
прямим другої, то площини паралельні).
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  Рис. 4.25   Рис. 4.26

Відношення довжин відрізків однієї прямої або паралель-
них прямих зберігаються при паралельному проекціюванні.

Покажемо, наприклад, що  (рис. 4.26). 

Прямі АС і А1С1 лежать в одній площині . Проведемо в ній 
через точку В пряму А2С2, паралельну А1С1. Трикутники ВАА2 
і ВСС2 подібні. З подібності трикутників і рівностей А1В1  А2В 

і В1С1  ВС2 випливає пропорція: .

Задача.

Дано паралельну проекцію трикутника. Як побудувати проек-
ції медіан цього трикутника?

Розв’язання

При паралельному проекціюванні зберігається відно-
шення відрізків прямої. Тому середина сторони трикутни-
ка проекціюється в середину проекції цієї сторони. Звідси 
випливає, що проекції медіан трикутника будуть медіана-
ми його проекції.

4.47. Виберіть три фігури, які можуть бути паралельними 
проекціями двох паралельних прямих.

А) Пряма; В) промінь; Д) дві точки;
Б) точка; Г) дві паралельні прямі; Е) відрізок.

4.48. Відомо, що l – проекціююча пряма паралельного про-
екціювання. AB і CD – відрізки, причому AB � CD, AB � l, CD � l. 
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Укажіть взаємне розміщення проекцій А1В1 і C1D1 відрізків AB 
і CD на площину .

А) А1В1 � C1D1; В) А1В1  C1D1; Д) А1В1 ∸ C1D1.

Б) А1В1 � C1D1; Г) C1D1  А1В1;

4.49. Дано l – напрям паралельного проекціювання, AB � l. 
Виберіть фігуру, яка може бути проекцією відрізка АВ. 

А) Пряма; В) дві точки; Д) відрізок.
Б) точка; Г) промінь;

4.50. Дано l – напрям паралельного проекціювання, a � b  O, 
a � l і b � l. Укажіть дві фігури, які можуть бути проекціями 
прямих а і b. 

А) Одна пряма; Г) дві мимобіжні прямі;
Б) дві прямі, що перетинаються; Д) кут.
В) дві паралельні прямі;

4.51. Дано l – напрям паралельного проекціювання, ABCD – 
паралелограм, l � (ABCD). Чотирикутник A1B1C1D1 – проекція 
ABCD на площину . Укажіть, якими фігурами може бути чо-
тирикутник A1B1C1D1.

А) Ромб; В) прямокутник; Д) паралелограм.
Б) квадрат; Г) трапеція;

4.52. Укажіть п’ять фігур, в які може проекціюватися квад-
рат ABCD.

А) Паралелограм; В) трапеція; Д) квадрат;
Б) прямокутник; Г) ромб; Е) відрізок.

4.53. Визначте таку фігуру з умов (А–В), яка може бути па-
ралельною проекцією чотирьох із п’яти заданих фігур (1–5), і 
таку, яка не може бути паралельною проекцією для жодної з 
них. (Пряма паралельного проекціювання не паралельна пло-
щині фігури.)

А) Трапеція; 1) Прямокутник; А
Б) паралелограм; 2) квадрат; Б
В) трикутник. 3) прямокутний трикутник; В

4) ромб; 
5) паралелограм.

4.54. Відомо, що чотирикутник A1B1C1D1 є паралельною 
проекцією трапеції ABCD (BC � AD) на площину . Визначте 
вид чотирикутника A1B1C1D1. 

А) Ромб; Б) паралелограм;
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В) трапеція (A1B1 � C1D1); Д) прямокутник.

Г) трапеція (A1D1 � B1C1);

4.55. Відомо, що �A1B1C1 є паралельною проекцією �ABC 
на площину ; АМ – медіана �ABC, АK і АН – бісектриса і висо-
та �ABC; M1, K1, H1 – відповідно паралельні проекції точок M, 
K, H на площину . Укажіть правильні твердження.

1) Якщо �ABC – правильний, то �A1B1C1 – правильний; 
2) якщо �ABC – прямокутний, то �A1B1C1 – прямокутний; 
3) якщо АМ – медіана �ABC, то А1М1 – медіана �A1B1C1; 
4) якщо АK – бісектриса �ABC, то А1K1 – бісектриса �A1B1C1; 
5) якщо АН – висота �ABC, то А1Н1 – висота �A1B1C1; 
6) якщо BK : KC  2 : 3, то B1K1 : K1C1  2 : 3;
7) якщо A  30, BC  20 см, то A1  30, B1C1  20 см.

А) 1, 3 і 5; В) 1 і 2; Д) 4 і 7.
Б) 2, 6 і 7; Г) 3 і 6;

4.56. Відомо, що A1B1 – паралельна проекція відрізка АВ 
(рис. 4.27) на площину ; C1  A1B1, С1 – паралельна проекція 
точки С, де C  AB; AB  48 см, A1B1  36 см. Установіть відпо-
відність між умовою (А–Д) і висновком (1–5).

А) AC  24 см; 1) A1C1  9 см; А
Б) AC  12 см; 2) A1C1  6 см; Б
В) AC  8 см; 3) A1C1  27 см; В
Г) AC  32 см; 4) A1C1  18 см; Г
Д) AC  36 см. 5) A1C1  24 см. Д

4.57. Намалюйте довільний трикутник, виберіть пряму па-
ралельного проекціювання і побудуйте паралельну проекцію 
цього трикутника на деяку площину .

4.58. Доведіть, що коли �A1B1C1 – паралельна проекція 
�ABC і (A1B1C1) � (ABC), то �A1B1C1  �ABC.

4.59. На рисунку 4.28 зображено прямокутний паралелепі-
пед ABCDA1B1C1D1. Яких основних властивостей паралельного 
проекціювання дотримуються під час його побудови?

Рис. 4.27 Рис. 4.28
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4.60. Сформулюйте правила побудови тетраедра.
4.61. Чи може паралельною проекцією паралелограма бути 

трапеція? Відповідь обґрунтуйте.
4.62. Точки А і В лежать по один бік від площини ; точки A1 

і B1 – відповідно паралельні проекції точок А і В на площину . 
1) Побудуйте точку С перетину прямої АВ з площиною , 

якщо AA1 > BB1.
2) Побудуйте паралельну проекцію точки D – середини від-

різка ВС – на площину .
3) Запишіть можливі відношення відрізка.
4.63. Визначте фігуру паралельних проекцій відносно пря-

мої проекціювання АА1 на площину A1B1C1D1 у прямокутному 
паралелепіпеді ABCDA1B1C1D1:

1) грані ABCD; 5) перерізу ВСD1А1;
2) грані СС1D1D; 6) відрізка АС1;
3) грані АА1D1D; 7) �BDC;
4) перерізу АDС1В1; 8) перерізу АВ1D1.

4.64. Побудуйте куб ABCDA1B1C1D1 і знайдіть площу пара-
лельної проекції �DB1C:

1) на грань В1С1СВ; 
2) на грань ABCD;
3) на грань A1B1C1D1, якщо ребро куба дорівнює 6 см.
4.65. Трикутник A1B1C1 – паралельна проекція рівносто-

роннього трикутника АВС. Точка М лежить на стороні АС, 
AM : AC  1 : 4. Побудуйте проекцію прямої, яка перпендику-
лярна до прямої АС і проходить через точку М.

4.66. Паралелограм A1B1C1D1 є зображенням при паралель-
ному проекціюванні ромба з гострим кутом 60. Побудуйте з 
вершини цього кута висоти ромба.

4.67. Трикутник A1B1C1 є зображенням при паралельному 
проекціюванні прямокутного трикутника з гострим кутом 60. 
Побудуйте зображення бісектриси цього кута. 

4.1. Кожна грань дерев’яного бруска – прямокутник. 
Доведіть, що який би спосіб розпилу цього бруска по поздов-
жніх ребрах не вибирали, кожний отриманий переріз буде 
паралелограмом. 
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З літопису геометрії

Леонардо Пізанський (Фібоначчі)
(бл. 1170–1228)
Більше двох століть книги Фібоначчі були 
неперевершеним зразком математичних 
творів для європейців…

К. Рибніков

Леонардо Пізанський, більше відомий 
під прізвиськом Фібоначчі, був одним з 
основоположників математики нового 
часу в Західній Європі. Роль його книг у 
розвитку математики і поширення в Євро-
пі математичних знань важко переоціни-
ти. Він народився у м. Піза (Італія). Його 
батько був діловодом пізанської факторії 
в Алжирі, де Леонардо й отримав матема-
тичну освіту. Під керівництвом місцевого 
вчителя він ознайомився з арифметикою 
і алгеброю арабів, а згодом розширив і по-

повнив свої знання під час подорожей до Єгипту, Сирії, Греції, 
Сицилії та Провансу.

Повернувшись на батьківщину, Леонардо вирішив «приєд-
нати до індійського методу дещо від себе, дещо від геометрич-
ного мистецтва Евкліда та скласти трактат», який мав за мету 
ознайомити «рід латинян» з основними досягненнями мате-
матики і надавав би їм можливість успішно вести торговельні 
справи з використанням математичних розрахунків.

Цей трактат був написаний у 1202 р. і називався «Книга про 
абак», тобто це книга, в якій у 15 розділах абак розглядається 
не стільки як пристрій, скільки як числення взагалі.

До основних праць ученого, крім вищевказаного знаме-
нитого трактату, належать ще дві: «Практична геометрія» 
(1220 р.) і «Книга квадрата» (1225 р.). «Практична геометрія» 
містить застосування алгебраїчних методів до розв’язування 
геометричних задач. Користуючись працями Евкліда та ін-
ших грецьких авторів, Фібоначчі викладає питання про пло-
щі плоских фігур, про вимірювання круга, про многокутники, 
сфери і циліндри. Праці Фібоначчі понад два століття були не-
вичерпним джерелом для вивчення математики і підґрунтям 
подальших успіхів італійської математичної школи в добу Від-
родження. 
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Леонардо да Вінчі (1452–1519)
Жодне дослідження не може вважатися 
справжньою наукою, якщо воно не пройшло 
через математичне доведення.

Леонардо да Вінчі 

Природа поєднала в особі Леонардо май-
же всі людські талан ти – від надзвичайної 
вроди і фізичної досконалості до інтелекту-
альної і духовної всеосяжності. Генії тако-
го рівня з’являються раз на тисячоліття.

Народився Леонардо неподалік Венеції в м. Вінчі. У 14 ро-
ків Леонардо став учнем флорентійського художника Андреа 
Вероккьо, оскільки за своїм походженням не міг займатися 
більш поважною справою, ніж жи вописом. У 20 років він був 
проголошений «майстром», самобутнім і непересічним худож-
ником. 

Леонардо жив і працював у Мілані, Венеції, Флоренції, 
Римі, Парижі та інших містах Європи. Художник винайшов 
принцип розсіювання (або сфумато). Предмети на його полот-
нах не мають чітких меж: усе, як у житті, розмито, перехо дить 
з одного стану в інший, а тому дихає, живе, пробуджує фанта-
зію. Зав дяки ефекту сфумато (прийом в образотворчому мисте-
цтві) з’явилася незрівнянна посмішка його знаменитої «Джо-
конди». Усі 120 творів генія також розсіялися по білому світу і 
по ступово відкриваються людству. 

Леонардо да Вінчі дуже високо цінував математику. У зв’яз-
ку з цим він розробив теорію перспективи, а також багато ува-
ги приділяв теорії побудови правильних многокутників і поді-
лу кола на рівні частини. Деякі побудови ви конував точно, а 
деякі – наближено. Іноді він накладав певні обмеження, згід-
но з якими креслення виконував одним і тим самим розхилом 
циркуля.



137

Запитання для самоконтролю

Крім цього, розглядав питання побудови рівновеликих фі-
гур і розв’язав першу задачу про побудову прямокутника, рів-
новеликого даному кругу. Серед інших геометричних задач, 
які розв’язував учений, – знаходження висоти предмета за 
його тінню та знаходження ширини річки, що ґрунтуються на 
подібності трикутників.

Леонардо належить уведення терміна «золотий переріз» для 
позна чення поділу відрізка в крайньому і середньому відно-
шенні. Такий поділ вивчався ще давніми греками, а пізніше – 
Лукою Пачолі в книзі «Божественна пропорція», ілюстрації до 
якої виконав Леонардо.

Особливо слід згадати задачі про визначення центра мас 
півкруга і тетраедра, розв’язуючи які, вчений висловив чима-
ло оригінальних ду мок. У знаходженні площі еліпса Леонардо 
застосував метод, який отримав розвиток лише у математиків 
наступних поколінь під назвою «метод неподільних». Крізь 
призму математичних знань він краще розумів перспективу 
картин і глибше проникав у навколишній світ. Математика в 
його житті була вірним і надійним помічником.

1.  Які площини називаються паралельними?
2. Чи є прямі на площині , які перетинатимуть площину , 

якщо  � ?
3. Чи можна стверджувати, що площини паралельні, коли дві 

прямі однієї площини паралельні двом прямим другої пло-
щини?

4. Як розміщена площина трикутника по відношенню до де-
якої площини, якщо дві сторони трикутника паралельні 
цій площині?

5. Як формулюється ознака паралельності площин?
6. Скільки площин, паралельних площині трикутника, мож-

на провести через точку поза трикутником?
7. Чи можна вважати площину  такою, що збігається з де-

кількома площинами?
8. У якому випадку площини перетинаються?
9.  Яке взаємне розміщення площин у просторі?

10.  Чи може пряма, що перетинає одну з двох площин, які пере-
тинаються, не перетинати іншу?

11.  Чи може пряма, що перетинає одну з двох площин, які па-
ралельні, не перетинати іншу?

12.  Чи завжди будуть рівними відрізки паралельних прямих, 
які відтинаються паралельними площинами?



138

МОДУЛЬ 4 ВЗАЄМНЕ РОЗМІЩЕННЯ ПЛОЩИН У ПРОСТОРІ

13. Чи можуть між паралельними площинами бути рівними 
відрізки непаралельних прямих?

14. Чи можна стверджувати про паралельність площин  і , якщо 
площина  перетинає ці площини по паралельних прямих?

15. Як розміщені площина трапеції і площина , якщо діагона-
лі цієї трапеції паралельні площині ?

16. Чи можуть мимобіжні прямі належати паралельним пло-
щинам?

17.  Чи можуть три грані куба бути паралельними одній площині?
18. Як будують паралельну проекцію геометричної фігури?
19. Які основні властивості паралельного проекціювання?
20. Яка фігура може бути паралельною проекцією трапеції?
21. Чи можна стверджувати, що коли проекцією є паралельні 

прямі, то геометричною фігурою, яку проекціюють, є також 
паралельні прямі?

22. Чи можуть довжини проекцій відрізка і самого відрізка 
бути різними?

23. Чи може паралельна проекція квадрата бути прямокутни-
ком; паралелограмом?

24. Який елемент трикутника проекціюється сам у себе?
25. Яке взаємне розміщення проекцій двох прямих, які пере-

тинаються?
26. Чи можуть проекції мимобіжних прямих збігатися?
27. Чи будь-яке зображення геометричної фігури є її паралель-

ною проекцією?
28. Чи можна різносторонній трикутник вважати зображенням 

рівностороннього; рівнобедреного трикутника?
29. Чи можна тупокутний трикутник вважати зображенням 

прямокутного; гострокутного трикутника?
30. Які загальні вимоги для виконання зображення прямокут-

ного паралелепіпеда; куба; піраміди?
31. Чи можна паралелограм вважати зображенням ромба; квад-

рата; прямокутника? 

вок, що вони не паралельні?

 Частина 1
Завдання 1–16 мають варіанти відповідей, з яких тільки 

ОДНА правильна або конкретна кількість. Виберіть правиль-
ну, на вашу думку, відповідь.

1.  Дві сторони АВ і АС трикутника АВС паралельні деякій 
площині  (рис. 4.29). Укажіть розміщення площин (АВС) і .

А) Перетинаються; Б) збігаються; В) паралельні.
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Рис. 4.29 Рис. 4.30

2. Площини  і  паралельні (рис. 4.30). Точки P, Q нале-
жать площині , а точки S, R – площині  і PS � QR. Порівняйте 
дов жини відрізків PS і QR.

А) PS > QR; Б) PS < QR; В) PS  QR.
3.  Укажіть за умовою попередньої задачі дві пари рівних від-

різків.

1) PS; 2) PR; 3) QR; 4) PQ; 5) QS; 6) RS.

А) 1 і 2; Б) 1 і 3; В) 3 і 5; Г) 2 і 5; Д) 4 і 6.
4. Дві паралельні площини перетинаються третьою площи-

ною. Укажіть взаємне розміщення прямих перетину.

А) Збігаються; В) мимобіжні;
Б) перетинаються; Г) паралельні.
5. Дві сторони АВ і ВС трапеції ABCD паралельні площині . 

Визначте взаємне розміщення площин (ABCD) і .

А) Паралельні; Б) перетинаються; В) збігаються.

6. Дві площини  і  паралельні деякій прямій АВ. Визначте 
взаємне розміщення площин  і .

А) Перетинаються; Б) збігаються; В) паралельні.

7. Визначте, якою фігурою може бути квадрат при паралель-
ному проекціюванні.

1) Довільний чотирикутник; 5) ромб;
2) рівнобічна трапеція; 6) трапеція;
3) паралелограм; 7) прямокутник;
4) прямокутна трапеція; 8) квадрат.

А) 1, 2, 6 і 7; В) 1, 3, 5 і 7; Д) 3, 5, 6 і 7.
Б) 2, 4, 6 і 8; Г) 3, 5, 7 і 8;

8. Відрізок А1В1 – паралельна проекція відрізка АВ на площи-
ну , точка О – середина відрізка АВ, О1 – проекція точки О на 
площину . Знайдіть довжину відрізка О1В1, якщо A1B1  36 см.

А) 18 см; Б) 12 см; В) 9 см; Г) 36 см; Д) 27 см.



140

МОДУЛЬ 4 ВЗАЄМНЕ РОЗМІЩЕННЯ ПЛОЩИН У ПРОСТОРІ

9. Визначте взаємне розміщення площин перерізів зобра-
женого на рисунку 4.31 куба АBCDA1B1C1D1, якщо точки K, L, 
M, N – середини ребер АВ, СD, СС1, ВВ1 відповідно.

А) Перетинаються; Б) паралельні; В) збігаються.

Рис. 4.31 Рис. 4.32

10. Визначте взаємне розміщення пря-
мих МK і M1K1, якщо паралельні площи-
ни  і  перетинають їх у точках М, K, М1, 
K1 (рис. 4.32), причому MM1 � KK1.

А) Мимобіжні; В) паралельні.
Б) перетинаються;
11. Виберіть правильні обґрунтування 

паралельності площин (АВВ1) і (DD1С1) зо-
браженого куба ABCDA1B1C1D1 за ознакою паралельності пло-
щин (рис. 4.33).

1) AB � C1D1, B1B � D1D і B1A � C1D;
2) AB � C1D1, BB1 � DD1 і AB � BB1, C1D � DD1;
3) B1B � D1D, A1A � C1C, AB � C1D1 і A1B1 � CD;
4) BB1 � B1A, DD1 � C1D і B1B � D1D, B1A � DC1;
5) A1B � AB1, D1C � C1D і A1B � D1C, B1A � C1D.

А) 1, 2 і 4; Б) 2, 3 і 5; В) 2, 4 і 5; Г) 1, 4 і 5; Д) 2, 3 і 4.
12. Виберіть правила побудови зображення проекцій пря-

мокутного паралелепіпеда.

1) Протилежні ребра проекцій – рівні відрізки;
2) протилежні ребра проекцій – паралельні відрізки;
3) кути всіх граней проекцій – прямі;
4) усі грані проекцій – прямокутники;
5) усі грані проекцій – паралелограми;
6) усі грані проекцій – квадрати.

А) 1, 2 і 4; Б) 1, 2 і 5; В) 3, 4 і 6; Г) 2, 5 і 6; Д) 1, 3 і 6.

Рис. 4.33
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13. Виберіть вимоги для побудови зображення правильної 
трикутної піраміди (основа піраміди – правильний трикутник, 
бічні грані піраміди – рівнобедрений трикутник).

1) Ребра основи піраміди – рівні відрізки;
2) не всі ребра основи піраміди – рівні відрізки;
3) бічні ребра піраміди – рівні відрізки;
4) не всі бічні ребра піраміди – рівні відрізки;
5) усі грані піраміди – трикутники.

А) 1, 3 і 5; Б) 1, 4 і 5; В) 2, 3 і 5; Г) 2, 4 і 5; Д) 2, 3 і 5.
14. Пряма а лежить на площині , пряма b – на площині , 

причому  � . Укажіть кількість можливих спільних точок для 
прямих а і b (рис. 4.34).

А) Одна; Б) дві; В) три; Г) безліч; Д) жодної.
15. Через паралельні прямі m і n проведено площину , 

яка перетинає паралельні площини  і  по прямих MN і M1N1. 
Укажіть можливий вид чотирикутника MNN1M1.

1) Трапеція; 4) ромб;
2) паралелограм; 5) прямокутник.
3) довільний чотирикутник;

А) 1 або 2, або 4; В) 3 або 4, або 5; Д) 1 або 4, або 5.
Б) 2 або 4, або 5; Г) 1 або 3, або 4;
16. Точки K і L належать площині , а точки M і H – 

площині ,  � , відрізки KM і LH перетинаються в точці О 
(рис. 4.35). Знайдіть довжину відрізка KM при виконанні до-
даткових умов з (А–Д). Ідентифікуйте умову (А–Д) і правильну 
відповідь (1–5).

А) KL  6 см, MH  5 см, OM  10 см; 1) KM  20 см; А
Б) OM  9 см, OL  4 см, OH  12 см; 2) KM  10 см; Б
В) KL  3 см, MH  4 см, OM  8 см; 3) KM  22 см; В
Г) OK  8 см, OL  6 см, OH  9 см; 4) KM  14 см; Г
Д) KL  10 см, OK  4 см, MH  15 см. 5) KM  12 см. Д

Рис. 4.34 Рис. 4.35



142

МОДУЛЬ 4 ВЗАЄМНЕ РОЗМІЩЕННЯ ПЛОЩИН У ПРОСТОРІ

 Частина 2
Розв’яжіть завдання 17–28 з коротким записом ходу мірку-

вань. 
17. Дано дві паралельні площини  і . Точки K і Н нале-

жать площині , точки С і Р – площині . Відрізки KР і СН пе-
ретинаються в точці О. Знайдіть довжину відрізка ОР, якщо 
KH  13,5 см, KO  9,6 см, CP  4,5 см.

18. Паралельні площини  і  перетинають сторони кута 
АСВ у точках А1, В1, А2, В2 відповідно. Знайдіть довжину від-
різка СВ1, якщо CA1 : A1А2  1 : 3 і CB2  12 см.

19. Сторона АВ трикутника ASB паралельна кожній з пара-
лельних площин  і . Площини  і  перетинають сторону AS 
відповідно в точках А1 і А2, а сторону ВС – в точках В1 і В2. Знай-
діть довжину відрізка A1B1, якщо AB  18 см, А2 – середина від-
різка AS, а А1 – середина відрізка A2S.

20. Дано прямокутник ABCD і точку S, що не належить 
площині цього прямокутника. Точку S з’єднали відрізками 
з усіма вершинами цього прямокутника. Через точку D1 – се-
редину відріз   ка SD – провели площину , паралельну площині 
(ABCD), яка перетнула відрізки SА, SВ і SС в точках A1, B1, C1 
від повідно. Знайдіть периметр чотирикутника A1B1C1D1, якщо 
AD  8 см, AB  6 см. 

21. З точки S, що не належить жодній з двох паралельних 
площин ,  і не лежить між ними, проведено три промені, які 
перетинають площину  в точках A1, B1, C1, а площину  – в точ-
ках A2, B2, C2. Обчисліть периметр �A1B1C1, якщо A2B2  8 см, 
B2C2  10 см, A2C2  12 см і SA1 : SА2  2 : 3.

22. З точки S, що не належить жодній з двох пара лельних 
площин ,  і не лежить між ними, проведено три промені, які 
перетинають площину  в точках A1, B1, C1, а площину  – в 
точках A2, B2, C2. Обчисліть площу �A1B1C1, якщо трикутники 
A1B1C1 і A2B2C2 – правильні, A2C2  4  см, SA1 : SА2   : 2.

23. Дано паралельні площини  і . Точки А і В лежать на 
площині , а точки С і D – на площині . Відрізки АС і ВD пе-
ретинаються в точці K. Знайдіть довжину відрізка KD, якщо 
AB  2 см, CD  4 см і KB  5 см.

24. На паралельних площинах  і  вибрано по парі точок 
А1, А2 і В1, В2 відповідно так, що A1B1 і A2B2 перетинаються у 
точці Q. Обчисліть довжину відрізка QА1, якщо A1B1  6 см, 
QA2  2,5 см, QB2 : QА2  3 : 1.

25. На паралельних площинах  і  зображено �A1B1C1 і 
�A2B2C2 відповідно. Знайдіть площу �A2B2C2, коли відомо, що 
A1A2 � B1B2 � C1C2, A1B1  4 см, B1C1  3 см, A1B1C1  90.

26. При паралельному проекціюванні ромба ABCD на пло-
щину  отримали чотирикутник A1B1C1D1, в якому A1B1 � C1D1. 
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K  AB, точка K1 – проекція точки K на площину , причому 
KA : KB  2 : 3. Знайдіть довжину відрізка А1K1, якщо 
A1B1  15 см.

27. При паралельному проекціюван-
ні рівнобічної трапеції ABCD (АС – осно-
ва) отримали чотири кутник A1B1C1D1. 
Діагональ трапеції точкою О ділить її 
середню лінію MN у відношенні 3 : 5. 
Знайдіть довжини відрізків М1О1 і 
О1N1 (M1, O1, N1 – проекції точок M, 
О, N відповідно на площину ), якщо 
M1N1  24 см.

28. На рисунку 4.36 зображено пара-
лельне проекціювання квадрата ABCD 
на площину , l – напрям проекціюван-
ня, О – центр квадрата. Площини (АВС) 
і  – паралельні, AA1 � BB1 � CC1 � DD1. 
Знайдіть площу проекції A1B1C1D1, коли 
відомо, що AO  8 см.

 Частина 3
Розв’яжіть завдання 29–32 з повним обґрунтуванням. 
29. Дано рівнобічну трапецію ABCD (BC � AD, BC < AD), 

M  BC і BM : MC  1 : 3.
1) Побудуйте паралельну проекцію ABCD на площину .
2) Побудуйте паралельну проекцію точки М на площину .
3) Побудуйте паралельну проекцію перпендикуляра, прове-

деного з точки М до основи AD.
4) Обчисліть довжини відрізків В1М1 і М1С1, якщо 

B1C1  18 см.
30. Точки А і В лежать по один бік від площини ; A1, B1 – 

проекції точок А, В відповідно на площину ; О – середина від-
різка ВВ1, BB1 < AA1.

1) Побудуйте точку перетину С прямої АО з площиною .
2) Знайдіть довжину відрізка А1С, якщо AA1  8 см, 

BB1  4 см, A1B1  9 см.
31. Через середини ребер AD, DС і A1D1 куба ABCDA1B1C1D1 

проведено площину перерізу (MNK), а через АА1 і точку С1 – 
площину перерізу (АА1С1). Доведіть, що (MNK) � (АА1С).

32. Дано чотири точки А, В, С, D, які не лежать в одній площи-
ні. Доведіть, що будь-яка площина, паралельна прямим АВ і СD, 
перетинає прямі АС, АD, ВD, ВС у вершинах паралелограма.

Рис. 4.36


